Funciones Operaciones, Composicion, Imagenes Directas e Inversas

Operaciones con funciones I

Definicién 1. Dadas dos funciones f: A — R g: B — R. Las funciones suma, diferencia, producto y
cociente se definen en el conjunto A( B como sigue:

f+g: (f+9)(z)=f(z)+g(x) vxeAﬂB

f-g: (f-9))=f(x)—gx) YreA[)B
fxg: (fxg)(w)=f(x)xg(z) VoeAl)B
oot f

=T ﬁ T 2 g\x
g J@W=yn VecAB sg@ A0

Composicion de funciones

Definicién 2. Dadas dos funciones f : A — B y g : B — C supongamos que R(f) C D(g) entonces
h:A— C esla funcion compuesta h = go f si se verifica

hz)=(go f)(x) =g (f(x)) VzeA y R() D)

1

Ejemplo Counsiderese las funciones f(z) = T
> _

y g(z) =2x —3. Calcular fog (;) , go f(3)

Soluciéon En este caso se tiene

T R R
501 =a) =a (721 ) = (5) =2(3) -3- 2

Ejemplo Counsiderese las funciones f(x) =

7Y g(z) = 2z — 3. Obtener las reglas de corresponden-
T

cia para fog(z), go f(v)
Solucién En este caso se tiene

fogle) = flg(x)) = f(2x —3) ! !

T 9% -3-1 224
go @) =atse) =g (1) =2 (hy) —a= oy a2 2

rx—1 -1 x—1 x—1

Ejemplo Si f es una funcién par y g es una funcion par se tiene

gof(=2)=g(f(=2)) = 9(f(2))=go [f(z)
f@)=f(~a)

por lo tanto g o f(z) es una funcién par
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Funciones Operaciones, Composicion, Imagenes Directas e Inversas

Ejemplo Si f es una funcién impar y g es una funcién impar se tiene

gof(=2)=9(f(=2)) = 9(=fl@) =
F(—2)=—f(a) —g(@)=g(~2)

—g(f(z)) = —go f(x)

por lo tanto g o f(z) es una funcién impar

Teorema 1. Si f: A— B y g: B — C son funciones inyectivas, entonces go f : A — C es inyectiva

Demostracion. sean x1,x2 € Domy tal que g o f(z1) = go f(x2) se tiene entonces que

go f(x1) = go f(x2) = g(f(x1)) = 9(f(x2))

como g es inyectiva se tiene que f(z1) = f(x2) y como f es inyectiva entonces x; = x2 .. go f es
inyectiva H

Teorema 2. Si f : A — B yg: B — C son funciones suprayectivas, entonces go f : A — C es
suprayectiva

Demostracion. Hay que probar que Vz € C' Jx € A tal que g o f(x) = z, se tiene que por ser g : B — C
sobre Jy € B tal que Vz € C ¢g(y) = z dado que f es suprayectivay y € B Jz € A tal que f(x) = y por
lo tanto g o f(z) = g(f(z)) = g(y) = 2. Por lo tanto dado z € C' 3z € A tal que go f(z) =z O

Propiedades de la Composicion de Funciones.

Propiedad Asociativa Sean f: A — B, g: B — C entonces h: A — D. Entonces se verfica

(hog)of=ho(gof)

Comprobaciéon Tenemos que

((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) =h(g(f(x)))

por otra parte
(ho(go f))(z)=h((ge f)(x))=h(g(f(x)))
por lo tanto
(hog)of=ho(gof)

Imagenes de funciones.

Sean f: X — Y y A C X. Las imagenes de todos los elementos de A determinan un subconjunto de Y
llamado imagen de A por f.

Definicién 3. La imagen del subconjunto A C'Y es el conjunto cuyos elementos son las imagenes de los
elementos de A.

f(A) ={f(z) |z € A}
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Funciones Operaciones, Composicion, Imagenes Directas e Inversas

Ejemplo Consideremos la funcion f: R — R dada por
flx) =243
Sea A = [—1,2], en este caso se tiene que

f([_lv 2]) = [37 7]

=y

— e -
hd

Propiedades de la Imagen
Proposicion 1. a) Si f: X =Y , AC X, BC X y si AC B entonces f(A) C f(B)

Demostracion. Sea z € f(a) = dx € Atal que f(zr) =2 =3Jr € Btalque f(zr) =2 ACB=z¢€ f(B)
. f(A) C f(B) O

Proposicion 2. a) Si f: X - Y , AC X, B C X se tiene entonces que f(AJB) = f(A)U f(B)

Demostracion. Sea z € f(A|UB) = dx € A|JBtalque f(vr)=z=3Jx€B 6 xc Atalque f(x ):
=3JreB y flxy=26FecAd y flxy=2..2¢€ f(B)6ze f(A) = z¢€ fla)Uf(B)
f(AUB) C fF(AU(B)

Por otro lado

ACA|JB= f(A)C f(A|JB)
Bc Al JB= f(B)c f(A|B)

AlJrB) craln)

Proposicion 3. a) Si f: X =Y , AC X, B C X se tiene entonces que f(A(\B) C f(A)( f(B)

Demostracion. Sea z € f(A(\B) = 3rx € A(\Btalque f(x) =z=3x € B y x¢€ Atalque f(z) ==
=>3reB y flx)=zyeAd vy flxy=2..2¢€ f(B)yze fA )ész()ﬂf(B) .
f(ANB) c f(ANF(B)
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Funciones Operaciones, Composicion, Imagenes Directas e Inversas

En el siguiente ejemplo se ilustra f(A () B) # f(4)( f(B)
Sean los conjuntos A,B tal que

A={-2,-3,4} B={2,3,4,5} = A[|B={4} f(A[)B)={16}

Por otro lado
FA) ) F(B) = {4,9,16}(){4,9,16,25} = {4,9,16}
y resulta que

F(A)B) = {16} # {4,9,16} = f(A) () f(B)

Imagenes inversas de funciones.

Sean f: X — Y y A una parte del codominio Y. Imagen inversa ¢ preimagen del subconjunto A C Y, es
el conjunto de los elementos del dominio cuyas imagenes pertenecen a A

F7HA) = {z € X|f () € A}
las siguientes afirmaciones son claras
Si xe fHA)= flx)c A
Si fr)e A=azc f~HA)
Es decir, un elemento del dominio pertenece a la preimagen de A, si y solo si su imagen pertenece a A.

Ejemplo Sea f : R — R definida por f(z) = x2. Determine las preimagenes de los siguientes subcon-
juntos del codominio [4, 9]

Solucién Para el conjunto [4, 9] se tiene que
74,9 = {z e R|f(2) € [4,9]}

Ahora bien
flx)e 49 er?c[49e4<2?<9e2<|7|<3&
2<z<3 0 2<-—z<3exc[2,3 0 zec[-3 -2

resulta entonces que

FHA,9) = (-3, 2112, 3]
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