Funciones

Sucesiones

Sucesiones parte 3 I

y n? + 3n
m — =
n—oo 10 — n?

Ejemplo Demuestre que

-1

Demostracion. Necesitamos demostrar que

2
3
Ve>0 INEN, tal que N<n = |22 (1)<
10 — n?2
En este caso se tiene
n?+ 3n | = n2+3n+1 _|3n+10|  3n+10  3n+10  3n+10
10 — n? © |10 —n2 B m—nQ‘Wm—n%*hﬁ—1m<§n%—m
n>
Ahora bien
3n+ 10 3n+n 4n 4
n2—10~~n2-n nn+1) n-1
n>10
de manera que
4 4
<e = —-<n—1= —-+4+1<n
n—1 € €
4
Por la propiedad Arquimediana existe N € N tal que N > — + 1+ 10
€

Por lo tanto

4
= —-<n—-1 gy 10<n
€

4
N<n = -4+1<n y 10<n
€

4
= ——<e y 10<n

n—1

2” <e y 10<n
n‘—n
3n+ 10
n2—10<6 y 10<n
n? + 3n

— 1
0—n2 w<€
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Ejemplo Demuestre que

22
|
n—oo N4 +n

Demostracion. Necesitamos demostrar que

292
Ve>0,INeN, tal que N<n = ‘”2 —1’<e
n“+mn
En este caso se tiene
n?—2 1= —2-n| n+2 n+n 2n 2
n?+n n?+n n24+n ~~n2+n nn+1) n+l
n>2
Ahora bien
2 2

de manera que

2 2
—<e = —<n
n €

2
Por la propiedad Arquimediana existe N € N tal que N > — + 2

€
Por lo tanto

2
N<n = -<n y 2<n
€
2
= —<e y 2<n
n

2
= —— <€ Yy 2<n

n-+1
= 2n < 2 <
— < € n
n(n+1) Y
n+2
5 €
n“—+n
2_29
n2 1'<e
n“+n

O

Definicién 1. (Sucesion Acotada) Una sucesion numerica {(,}ne N se denomina acotada si el conjunto
de los terminos de la sucesion x = {x,, | n € N} en un subconjunto acotado de R. Esto significa que
existe un nimero real k > 0 tal que || <k Vne N

Ejemplo Probar que la sucesién de término general

es acotada
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Demostracion. Para esto se tiene que

1\" 1 1 1 1 2
=(1+—-) =24+=(1—— —([1—-— 1——
(o2) -3 -3 -1 (-)-
por lo que

1 1 1 1 2 11 11 1
2 1- 1-=)(1-= 2 1+1 =1 =
+2,( )+3,< n)( >+ <2yt gy e < T4+t ot +<1_ ) 3

por lo tanto la sucesién es acotada por 3 O

Teorema 1. Si una sucesion numerica es convergente, entonces es acotada.

Demostracion. Sea {(,} una sucesiéon convergente de numeros reales, entonces dado € > 0 arbitrario,
existe ng € N tal que n > ng entonces |, — L| < € tomandoe =1 = |A, —L|<1

Q| — L] < |Qn — L <1 = |Qn| <1+]|L| Vn>ng
Tomamos k = méx{|ai|, |az|,...,|lan]|, 1+ |L|}

|| < k .. La sucesion {d,,} es acotada.

Ejemplo No toda sucesion acotada es convergente
tiene limite la sucesion a,, = (—1)"7?
Supongamos que 3L € R tal que
lim (-1)" =1L

n—oQ

esto quiere decir que
Ve>0 IN.eN tal que |[(-1)"—L|<e Vn> N,

Caso 1.- Si L = 0 para este valor tomamos € = % y se tiene que

es absurdo.
Caso 2.- Si L > 0 entonces tomemos € = L para lo cual 3 N, tal que |(—1)" — L| < e si n > N,,
pero para todo n impar se tiene

(~)"—L|=|-1-L|=1+L<L

es falso.
Caso 3.- Si L < 0 entonces tomemos € = —L para lo cual 3 N tal que |[(—1)" — L| < e = —L si
n > N, pero para todo n par se tiene

(-1)"—Ll=1-Ll=1-L<-L=1<0

es falso.
Por lo tanto no existe
g (=)
¥ TFacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz

3



Funciones Sucesiones

Definicion 2. Se dice que una sucesion de niumeros reales es mondtona creciente si cada término es
menor o igual que el siguiente. Es decir los términos van aumentando su valor o, a lo sumo, son iguales.

Qnp S A1 vVneN

Definicion 3. Se dice que una sucesion de nimeros reales es mondtona estrictamente creciente si cada
término es menor que el siguiente. Es decir los términos van aumentando su valor.

ap < Gpy1 YN eEN

Ejemplo Probar que la sucesién de término general

es monotona creciente

Solucién Usando el desarrorollo del binomio se tiene

a, = 14—l :24—l 1—l —i—l 1—l 1—2 + ..
n 2! n 3! n n

Vamos a comparar los términos ag y ag41, tenemos entonces que

O AN N AV N AU AV L1

ap = +% = +i % +§ % % —|—...+E %
(14 L k+1—2+1 L D (R

Gt = ket 1 T k+1) " 3l k+1

e () () (o)

Vamos a comparar los k-ésimos términos

oD 0D -5
b o-se) -s0) () 550

—_

tenemos que:

1 1 1 1 h h
n<n+l = —< = ——< - = ——< - , h=1,23,...k—1
n n+1 n n+1 n n+1
h h
= 1-—-—<1-——, h=1,23,..,k—1
n n—+1

por lo tanto término a término

1 n 1 n+1
() <) e

por lo tanto la sucesion {a,} es monotona estrictamente creciente
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Teorema 2. Si {a,} es una sucesion monotona creciente y acotada superiormente entonces {a,} es
convergente

Demostracion. Sea A = {a,, € {a,}|n € N} se tiene que A # () y A esta acotado superiormente por tanto
existe sup A = «

por ser o = sup A se tiene que o > a,, Vn € N por tanto a +€ > a, ¥n € Ne >0

por otro lado al ser a = sup A se tien que existe IV, tal que o — € < ay, y como a,, es monotona creciente
entonces si n > N, entonces o — € < an, < ap para todo n > N,

por tanto a — € < a,, < a + € para todo n > N, esto quiere decir que

—e<ap,—a<e Vn>N.=|a, —a|<e Yn>N.= lim a, =«
n—oo

0
Dado que la sucesién de término general
1 n
Ay = (1 + )
n
es creciente y acotada entonces converge y se tiene
1 n
lim <1 + ) =e
n—oo n
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