Funciones Sucesiones

Sucesiones parte 4 I

1 n+1
e (141)
n
es monotona estrictamente decreciente.
Si b, es estrictamente decreciente se cumple entonces Vn € N, b, > b, 41 esto equivale a

bn

n+1

bn 1_|_l n+1 1+l n+1 1

Vn € N, 5 = (L4 5) s = (L+) el
n+1 1 1 ey
(14 k) (1+:)

n+1
n+1 n+1 n
:<1+> <1>:<> ( ! >:(<+1>)<1>
1 1 ) 1 1
B <n2+2n+1>"+1 1 B (n(n+2)+1>n+l 1
U n(n+2) 1+ 25 O\ n(n+2) 1+ 25

Por desigualdad de Bernoulli (14 2)" > 1+ nz
Se tiene

(rimem) () (i) () - (o) ()
B <1+n—1|—1> ' <1+1nil> =1

>1 = b, >byt1 = b, es decreciente

1 n
Ay = (1 + )
n
1\"*! 1\" 1 1
by = (1+) - <1+> <1+> ~a, (1+> > a,
n n n n
es decir b,, esta acotada inferiormente por a,, y al ser decreciente se tiene que b,, es convergente.
Vamos a calcular su limite

1\ 1\" 1
lim b, = lim (1 + ) = lim (1 + ) (1 + ) =e(l)=e
n— oo n—oo0 n n—oo n n

Vamos a mostrar que la sucesion

VneN, 1<

por lo tanto

Por lo tanto
by

bn+1

Por otro lado tenemos que
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Ejemplo Usando lo anterior calcularemos el siguiente limite:

para esto tenemos:

1/ : )n 1/ ( 1 )n 1 1 -
im = lim | — = s =—=2e€

Ejemplo Demostrar que:
lim a, = L1 = lim /a, =Ly
n—oo

n—oo

€

Demostracion. Si Ly > 0 se tiene que existe N, € N tal que |a, — [1] < T
por lo que

an—Ll

VL1

(van — VL) (Van + VL)
Van + VL1

lan — L1

VL1

an—Ll

- Van + VI

VL
VL1

_ lan — L

VL1

v~

<e=la, — L[1] < €

Ejemplo Demostrar que:

lim a, = L; = lim o’ = L}

Demostracion. Vamos a comprobar que V € > 0 existe N € N tal que N <n = |af — L] <e.
Tenemos que

jaf, = LY = |(@n = L) (@l + 0l 2Ly + al P LR o+ IE )
< lan = Dol (|t |+ Jof 20 + ot 20+

como a, — L se tiene que a,, es acotada, por lo tanto existe k > 0 tal que |a,| < k, V n € N por
lo tanto

|an, — L] - (|affl| + |aﬁ72L1| + |aﬁ73Lf| + - ‘Lﬁ’_lD <
lan = Lal - (K070 k=2 L+ k2 [ LR 4| 127
Dado que a,, — L1 entonces para N < n hacemos

€

(kp—l + kP=2|Ly| + kP—3 \Lﬂ 4. ‘Lf'l’_l))

|an —L1| <

se tiene que
lan — Ly - (kp—l R Ly 4+ kP2

L{*D <
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€

(kP* + kP2 |Ly| + kP8 |L2] + - - ‘LFD (

Kl P | Ly | kR | 2] 4 - Lﬁ”lD —e

O

Ejemplo Vamos a mostrar que para cualquier racional z > 0 se tiene

Demostracién. Sea z = £ con p,q € Z. Sabemos que
q

1 n
e = lim (1 + )
n—oo n

hacemos n = mq, m =1,2,3,4... por lo que

1\™
e= lim <1 + >
n—o00 mq

ahora bien

. 1\™ 1 1\™
e’ =ed = lim {(14—) ] = lim (1—|—> = lim (1—1—)

. p
Sea r = mp entonces cuando m — oo se tiene r — co y m = = de esta manera
q

T

Ejemplo Segun lo anterior
2 xT
lim (1 + > = ¢?
Tr—r00 €T
Ejemplo Vamos a mostrar que para cualquier real x se tiene
1 xT
e = lim <1 + >
T—00 T

Demostracion. Sabemos que para todo € R se tiene |z <z < |z] 4+ 1 y tenemos

lim <1 + ) =e
T—00 |z|
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1 n
Demostracion. Sea ¢ > 0. Como e = lim <1 + n> , 3 N € N tal que

n—oo

1 n
N<n = ‘(1—1—) —e| <e
n
Entonces
N<z = N<|z|] = <1+m> el <e
O
Ahora vamos a mostrar que
L=]
1
I 14+ +—F— =
Demostracion.
1 [z] [z]+1 1 -1
I 14— = I 1+ —— I 14+ ———
ILH;O( +m+1> zEEo< JerJ—i—l) ﬁ%( +LxJ+1>
lz]+1
= lim <1+ ! ) <M+1>
Z—00 |z] +1 |x] +2
por lo tanto
L] lz]+1
) 1 ) 1 , o] +1Y _
s (v ) = m () () —ew =
finalmente si |z] + 1 > = entonces V z > 0 se tiene
<1+ ! >ij < (1+ 1>sz < (1+1>Z < <1+1)$ < (1+1>M+1
lz] +1 ) T x) = Ed Ed
O
Aplicando lo anterior y el teorema de compresion se tiene
1 x
e= lim (1 + )
T—00 €
O
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