Notas de Clase
Sabado 29 de agosto de 2015

Sea F' un campo, y sea a € F', a # 0. Definamos
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af(nJrl) — a "aq" !

Ejercicio 1. Demuestre que para cualesquiera m,n € N

—m-—-n - m  ,—n

a =a (¢

Demostracién. Sea m € N, y demostremos que

Mt =g ™a™" VneN
Esta demostracién se hard por induccién sobre n.
Paso Base. Demostremos que es vélido para n = 1.

a~m 1 = af(m+1)

= a4 ™a~! Por definicién

—m—1 m

Por lo tanto a =a"™a"', es decir, vilido para n = 1.
Hipétesis de Induccién. Supongamos que es vélido para 1 < k, es decir,
suponemos valido
afmfkr — afmafk:

Paso Inductivo. Por demostrar que es vdlido para n = k + 1, es decir

P.D. o m(kth) — g=mg=(k+1)

Como
afmf(k+1) _ q—m—k-1
= al=m—k)-1 Por asociatividad de la suma en N
= a~m kg1 Definicién
= (a‘ma_k') a~ ! Por hipétesis de induccion

Por otro lado (a™™a™*)a™! =a™™ (a*a™!) = a=™a~k+1). Por lo tanto

a—m—(/c+1) _ a—ma—(k+1)
Por lo tanto véalido para todan € N.

Ejercicio 2. (Tarea Moral). Sea a € F', a # 0. Demuestre



(@™)" =a™ VYm,n€Z

Ejercicio 3. (Tarea Moral). Sean z,y € F', con F' un campo ordenado,
tales que, 0 < x < y. Demuestre por favor

0<am™ <y”
Ejercicio 4. (Tarea Moral). Demuestre que para cualesquiera ay, . .., a, €
lar + -+ an| < lar] + -+ + |an]

Ejercicio 5. (Tarea Moral). Demuestre para cualquier n € N
1-242-3+4--4n(n+1)="rott2)

Se realizo el ejercicio 4.

Ejercicio 4.
Demostraciéon Notemos que esta induccién su paso base inicia en n = 2.
Paso Base. Mostremos que es vilida para n = 2. Sean a1, as € F, entonces

lar + a2] < |ai|+ |az| Desigualdad del tridngulo

Por lo tanto valido para n = 2.
Hipétesis de Induccién. Supongamos que para cualesquiera ay,...,a; €
F con 2 < k, se tiene

lar 4+ -+ ag| <lag| + -+ |ag|

Paso Inductivo. Demostremos que es vdlido para k + 1, es decir, por
demostrar: que si ay,...,ax+1 € F, entonces

lar + -+ + apga| < ar| + - + |ap]
Vemos que

|(a1 + -+ a,k) —|—ak+1\
(a1 4+ -+ ag)| + |ak+1| Desigualdad del tridngulo
la1| + - - - + |ag| + |ax+1|  Hipotesis de Induccién

lar + -+ + ap41]

IAIA

Por lo tanto
lar + -+ app1| < aa| + -+ + |ax| + [ak41]

Por lo tanto vélido para k+ 1. B



Ejercicio 6. Probemos que para cualquier « € R, tal que, —1 < avy v # 0,
se tiene

l+na<(l+a)" Vn>2

Demostracién. Sea a € R, tal que, —1 < a y a # 0, y demostremos por
induccién la desigualdad anterior.
Paso Base. Veamos que es vilido para n = 2.

(1+a)? = 1+2a+02
> 1+ 2 Pues a? > 0

Por lo tanto 1+ 2o < (1 + )”.
Hipétesis de Induccién. Supongamos que para 2 < k se tiene

1+ ka < (14 a)”

Paso Inductivo. Por demostrar

1+ (k+Da<(1+a)t!

Como 0 < a+1, entonces (1 4+ ka) (@ +1) < (1+a)* (a+1) = (1 + ).
Por otro lado

(1+ka)(a+1) a+1+ka?+ka
1+ (k+1)a+ka?

> 1+(k+1)a Pues ka? > 0

Por lo tanto

1+ (k+1Da<(1+a)!

Por lo tanto valido para k+ 1.

Recordemos que v/2 ¢ Q. Por lo tanto, si tomamos el conjunto universal
como R, entonces Q¢ # &.

Bajo esta observacién nos preguntamos si las siguientes afirmaciones son
verdaderas o falsas.

Afirmacién 1. Sia € Q¢ b€ Q con b # 0. Entonces ab € Q°.
Vemos que esta afirmacion es Verdadera.

Demostracién (Contradiccién). Supongamos que ab € Q.
Como b € Q, b# 0, existe b~! € Q. Entonces

ab(b™') € Q



Como ab (b™') =a (bb™') = a (1) = a. Entonces a € Q!.
Por lo tanto ab € Q°. W

Afirmacién 2. Si a,b € Q°. Entonces a + b € Q°.

Vemos que esta afirmacién es Falsa.

Contraejemplo. Como /2 € Q°, entonces —v/2 € Q° (se sigue de la
afirmacién anterior). Entonces si tomamos

a= 2 y b= —2
Vemosquea+b=\2@+(—\2@)206<@. [ |

Afirmacién 3. Sia,b € Q°. Entonces a - b € Q°.
Vemos que esta afirmacion es Falsa.
Contraejemplo. Si tomamos

a= 2 y b= Y2
Entonces a-b=v2-v2=2cQ.

De las afirmaciones anteriores vemos que Q° no es cerrado bajo sumas y
productos, por lo que podemos concluir que Q¢ no es campo.



