Clase del Sabado
26 de Septiembre de 2015

Recordemos que una sucesion {an} de numeros reales, es una colecciéon de
nimeros, tales que
ap, ER VneN

dicho de otra manera, {a,} es la imagen de una funcién
a:N—R

donde a (n) = a, ¥n eN.

1 EJemplos Consideremos las siguientes sucesiones.

(i
(12) {( 1" :neN}
(iii) {(3)" : n € N} La sucesién de 4reas del tridngulo de Sierpensky
(iv) Definamos por recursién la siguiente sucesién:

Fy = 1

R =1

Fy, = Fy4+F =2

Fn+2 = F,+ I

V n € N. A esta sucesion se le suele llamar sucesién de Fibonacci.
Nuestra siguiente idea fue considerar la idea

2 Convencién. Dado un punto u € R, diremos que U C R, es una vecindad
de u, siuw € U y U es un intervalo abierto de R.

3. Afirmacién. Para todo punto u € R existe una vecindad de U.
Dem. Sea u € R, tomando a U = (u — 1,u + 1), se sigue que es vecindad
de u. H

Recordemos que el tema central de esta semana fue el considerar que significa

que una sucesién {a,} converja ( tienda a ) L € R, que solemos denotar como
lim a, =L
n——-oo
Esta definicién la podemos entender como: Diremos que {a,} converge a L,
si para cualquier vecindad Uy, de L, existe un momento (Ny € N), tal que, si
n > Ny, entonces
an € UL



Es decir, {a,} converge a L, si cada vez que Uy, vecindad de L sea més chica,
podemos encontrar una infinidad de elementos de {a,} estén en Ur, la podemos
escribir como de la siguiente manera.

4. Definicién. Diremos que {a,} converge a L, si para cualquier € > 0,
existe una Ny € N tal que, si n > Ny, entonces

an € (u—e,u+¢)
es decir |a, — L| < g, si n > Np.

5. Ejemplo

lim — =0
n—oon,

Dem. Sea € > 0. P.D que existe una Ny € N tal que, si n > Ny, entonces
2
- — 0‘ <e (%)

n

Para ello notemos que £ > 0, y por el principio arquimediano existe una

2
N € N, tal que

€
- <N
2

Ademss, sin > N
€
—<N<L
5 <n

Entonces por propiedades de los inversos multiplicativos se sigue

2

n

2

< =<e
- N

Por lo tanto tomando Ny = N se sigue (). B

De la definicién es claro que las sucesiones (i4) y (iv) no tienen limite, es
decir no convergen.

Por otro lado, vemos que demostrar con toda formalidad un limite requiere
de mucho ingenio, pues dada una vecindad del limite, se requiere de ingenio
encontrar ese momento especial que nos hace caer en dicha vecindad. Para
facilitar esta tarea enunciaremos las siguientes propiedades de limites, que nos
ayudaran en el cédlculo de algunos limites.

6. Propiedades (de limites). Sean {a,}, {b,} dos sucesiones de nimeros
reales tales que
lim ap, =L y lim b,=M
con L, M € R. Entonces
(0) lim c=c,ceR

n——aoo



i) lim ap+b, =L+ M

(

(i) lim ca, = cL
(#i) lim anb, = LM
(

TL—>OO

w) lim & =4 (Sib, #0, M #0VneN)

n——-:mo0 "

(v) lim Z—n:ﬁ(Sibni(),M%OVnEN)

n—-s00
Dem. Los incisos (0) y (7) ya fueron demostrados en la semana. Por lo que

nos dedicaremos a demostrar de (i7) a (v).
(74) Nétese que si ¢ = 0, se reduce al inciso (0). Supongase que ¢ # 0, y sea
e > 0. Como
lim a, =L

n——oo

entonces para ﬁ > 0, existe una NV € N, tal que

lan = Ll < =
ICI

sin > N. Entonces
lcan, — cL| = |c||an — L| < €

Por lo tanto tomando Ny = N queda esto demostrado.
Unas observaciones. Nétese que
(1) lim a, = L si, y sol6 si lzm L an — L=0
(2) anbn—LM:(an—L)(b M)+L(b - M)+ M(a,— L) ¥neN
Por las observaciones anteriores basta con demostrar que

lim apb, — LM =0

Dem. Sea ¢ > 0. Como
lim a, =L

n——-:oo

entonces para /¢ > 0, existe una N; € N, tal que

la, — L| < /e
si n > Np. Por otro lado, como
lim b, = M
n——-mao0

entonces para /¢ > 0, existe una Ny € N, tal que
b, — M| < e
si m > Ny. Por lo tanto, si n > Ng = mdx { Ny, Na}
|bn — M| lan — L| < V/ed/e

lo cual implica
(bp, — M) |(an — L) (b — M)| < e



(iv) Sea € > 0.
Como M # 0, por lo que |M| > 0. Entonces, como {b,} converge a M, para
% > 0, existe una N; € N, tal que

M
Ioal = 1] < P, — 21 < 201

si n > Ny, es decir

| M| M|
S e = M) < 2
< ol = M) < 55
de lo cual se sigue
| M|
— < by
< Dbl
1 < 2
|0y | M|
Por otro lado para % > 0, existe una Ny € N, tal que
e|M|?
b — M| < |2‘

Entonces, si definimos Ny = mdz { N1, No}, entonces para n > Ny se tiene

1 M -0,

1 b, — M| e|MJ?
— 1< < < =
b, M|~ | Mb,

=¢
Ml 2|M P

que es lo que se queria demostrar. ll
A continuacién mostremos una proposicién que nos serd de gran utilidad.

Proposicién. Sean {a,}, {b,}, {cn} sucesiones de nimero reales, tales que,
existe un N € N, con la propiedad de que, si n > N, entonces

an < by, <cp
Si
lim a, =L = lim c,
n—-oo n—-oo
con L € R. Entonces
lim b, =L
n—oo

Dem. Sea e > 0.
Como {a,} converge a L, existe una Ny € N, tal que

L—e<a,<L+c¢
si n > Np. Por otro lado, como {c,} converge a L, existe una Ny € N, tal que

L—e<c,<L+c¢



si n > Ny. Por lo tanto, si Ny = maz {N, N1, No} € N, entonces
L—e<a,<b,<c,<L+c¢
sin > Ng.
Para finalizar resolvimos el siguiente ejercicio.

7 Ejercicio. Digan si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.
Justifique su respuesta.
(¢) Si

lim la,|=L€eR
n——>-oo

entonces
lim a, =L
n——-oo

(#) Si lim a, = L, con L > 0. Entonces existe una N tal que a,, > 0, si

n—>o0

n > 0.

Soluciones.

(i) Falsa. Pues tomemos a {a,} = {(—1)"}, y nétese que se cumple el
antecedente, pero no el consecuente.

(#4) Verdadera.

Dem. Como % >0,y

lim a, =L

n——oo

entonces existe una Ny € N, tal que,

L L
_ = n— -
2<a l/<2

Sin > Ny, es decir,

0< =<ap,

sin> Ny.



