Clase del Sabado
3 de Octubre de 2015

1 4Ejercicio. Utilizando la definicién demuestre el siguiente limite.
fim T =0
Dem. Sea e > 0. P.D 3 Ny € N tal que, si n > Ny, entonces
|[Vn+1—¥n|<e

Como

1
‘\Q/n—i— — {"/ﬁ’ =Vn+1-3n < -
n>1 \/ﬁ
Pues
1 n+1—n2—n
n In
Por otro lado, como giz > 0, entonces por el principio Arquimediano 3 N € N
tal que

_(\Zym_e/ﬁ): eEP (n>1)

1
S

Por lo tanto, si N = Ny, entonces para n > Ny

|\2/n+ —\Z/H|S%<e

Noétese que del ejercicio anterior se demuestra de manera andloga el siguiente
limite, a continuacién solo daremos las nociones de la demostracion, se sugiere
que el lector complete los detalles de la prueba.

2. Ejercicio. Utilizando la definicién de limite, pruebe lo siguiente.

lim Yn—1—Yn=20

n——oo

Dem. Sea e > 0. P.D 3 Ny € N tal que, si n > Ny, entonces
’\Q/n—l— \Z/H‘ <e

Como

1
|[Vn—1—¥n|=-Vn-14+¥n < -

n>1 v/n—1

Entonces, por el P.A existe N € N tal que

1
— +t1I<N
€



Por lo tanto, si n > N = Ny € N, entonces

}2/n_1—€/ﬁ|§\%%<s

3. Ejercicio (Tarea). Utilizando la definicién de limite, pruebe lo sigu-

iente.
lim Yn—/n+1=0
n—-oo

Ahora utilizando las propiedades de limites calculamos los siguientes limites.
Si tiene duda acerca de estas propiedades revise las notas del sabado 26 de
Septiembre de 2015.

4. Ejercicios. Calcule los siguientes limites.
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Respuestas.
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(iv) lim ——a——— = lim —"F" = —
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(v) Se deja al lector.



5 Ejercicio (de la tarea). Supéngase que

lim a,=LeR
n——-o0

Definase
al + P + an
qn = ——————
n
Demuestre
lim q, =L
n—-~o0

Dem. Sea ¢ > 0.
Obsérvese que para § > 0, existe No € N tal que si n > Ny

€

n— Ll <
an = LI < 5

Notese que VM’ € N se tiene

g
|aN+1+~-~+afN+M_M/L|<M(§>

Por lo que
aN+1+"'+aN+M_M/L< M (§)<f
N+ M’ N+ M \3 3
Por otro lado
lim NL _
n—ooN +n

6 Ejer. Demuestre la afirmacién anterior. Por lo tanto, del ejercicio anterior,
3 N; € N tal que si n > Ny
NL

N+n

e

3

Como la sucesion {a,} converge, entonces 3 7 > 0 tal que

—T<ap ST
Vn € N. Por lo tanto para cualquier n € N

Nt <a1+-~~+aN < Nt

" N+n -~ N+n “ N+n
Como

i Nt Nt
Entonces

lim e s\
n—s00 N+n N
Por lo que dN; € N, tal que, si n > Ns, entonces

jar + - +an| _ €
N+n 3



Por lo tanto, si M = mdxz {N1, N2} e Nyn> M

NL
N+n

€ lar +---+an| €
<y —————1 <o
3 N+n 3

Entonces, sin > N + M, 3r € N tal que n = (M + N) 4 r, por lo que

a1+...+aN+...+a,n_L
n=(M+N)+r

lai +--- + an]| n
n

<

aN+1+--~+an—(M—|—N)L‘ NL
+
N+n

n

< S4+i4i-=c
3 3 3

Por lo tanto tomando Nyg = N + M, se tiene lo deseado. W

Ahora hablemos un poco acerca de la nocién de que una sucesién tienda a
00.

7 Definicién. Diremos que una sucesién {a,} C R diverge a oo (infinito),
si
YMIN eNO<MAn>N = a, > M)

Si {a,} diverge a oo lo denotaremos por

lim a, = oo
n——-~o0

8. Ejemplo.
lim n? = oo
n——ao0
Dem. Sea M > 0. Como v/ M > 0, entonces por el P.A. 3N, € N tal que
VM < N

Por lo tanto, si n > Ny, entonces

M<n

9. Proposicién. Sean dos sucesiones {a,}, {b»} C R, tales que, existe un
N € N tal que,sin> N

an < by

Entonces, si

lim a, = o
n——-~uoo

entonces



Dem. Sea M > 0. Como

lim a,, = o0
n——-oo

existe N1 € N tal que, sin > N;
M < ay,
Por lo tanto, si Ng = mdz {N, N1} € Ny n > Ny

M <a, <b,

10. Observacién. Sea {a,} una sucesién de nimeros reales creciente y no
acotada superiormente. Entonces

lim a, = o0
n—>aeo

Dem. Sea M > 0. Como {a,} no estd acotada superiormente, existe un
Ny € N tal que
M < anN,

Por lo tanto, si n > Ny
M < N, < Qnp

Pues {a,} es creciente. B

De manera andloga a la nocién de divergencia a oo podemos definir la nocién
de que una sucesién tienda a —oo.

11. Definicién. Diremos que una sucesion {a,} C R diverge a —oo (menos
infinito), si
VM3N eN(M <0An>N = a, < M)

Si {a,} diverge a —oo lo denotaremos por

lim a, = —00
n——-~oo
12 Ejemplo.
ltim —n=—o0
n——-:uo0

Dem. Sea M < 0. Por el P.A 3Ny € N tal que
—M < Ny

Por lo tanto, si n > Ny
—-n< M

De manera andloga a la proposicién 9 se tiene la siguiente proposicién



13. Proposicién. Sean dos sucesiones {a,}, {b,} C R, tales que, existe un
N € N tal que,sin> N

an 2 b‘rb
Entonces, si
lim a, = —o©
n—>~ao
entonces
lim b, = —o0
n——-:aoo

Demostracién. Se deja al lector. B

13. Observacién. Sea {a,} una sucesién de nimeros reales decreciente y
no acotada inferiormente. Entonces

lim a, = —00
n——s-~o0

Dem. Se deja al lector. B

Para finalizar esta seccién se dejan unos ejercicios para que puedan repasar
lo aprendido en esta seccién.

Ejercicios
(¢) Demuestre con todo detalle las demostraciones dejadas al lector.

(2) Supdngase que tenemos un conjunto D C R, D # &, tal que, para
cualquier punto z € R existe una sucesién {d,,} C D tal que

lim d, =
n——-o0

y d,, # x ¥n € N. Responda la siguiente pregunta: ;D es un conjunto denso en
R?

(3) Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. Justifique su
respuesta.

(7) Toda sucesién estrictamente creciente converge a oo
(#4) Toda sucesion estrictamente decreciente converge a —oo.
(#4i) Si lim |an| = oo, entonces lim a, = oc.
n—oo n——:oo
(iw) Si lim a, = lim b, = oo, entonces lim a, + b, = co.
n—ao0 n——oo n——oo
(v) Si lim a, = lim b, = oo, entonces lim a, —b, =0
n——m:oo n—-maoo n—maoo
(vi) Si lim a, = lim b, = oo, entonces lim apb, =
n——oo n—-oo n—-oo
(vit) Si lim a, = lim b, = oo, entonces lim = =1
n—-aoo n——-aoo n—oo "
(viii) Si lim a, = L < 0, entonces existe Ny € N tal que para n > Ny, se
n—-~o0

siga que a, <0



(4) Suponga que lim a, = Ly lim b, = M, L < M. Demuestre, por

n——oo

favor, que existe un Ny € N tal que si n > Ny, se siga que a,, < by,.

(5) Suponga que lim a, = Ly a, € [0,1] Vn € N. Pruebe que L € [0, 1].

(6) De un ejemplo de una sucesién {a, } C (0,1), tal que, lim a, = L pero
n—-~oo
L ¢ (0,1).



