Unidad 3. Limites Definicién de Limites

Ejemplo Muestre que

1
f(x) = = no tiene limite en xo=0
x

. .1 . .
Solucién Suponemos que hn% — = L, esto quiere decir
z—0

1
Ve>0,36>0 tal que |[x—0/ <0 = ——L‘<e
x
En este caso consideremos
44
., [9d 1
=min{ -, ————
. ’ 2 [Ll+e
5 .
con & =  se tiene que
" 5| o
—0l=lz|=|z|=2<$
o= 0l =Jel = 5| =
pero
1 2 |2 - L
~Ll=|x-L|=|5-L|>"%
o)~ 21= |3 -1 = |3 - | > 155
1 i
con x = se tiene que
. L[+ !
1 0
o0l =lel = | | <[3] =3 <
pero
T T T 1 1
; : [f(z) = Ll = |—— —L| = |IL| + e - L|
x |L|+e
B €> 5 si L>0
T le—2L]>=2H s L<o
En cualquier caso se tiene
|z —0] <0 pero |f(x)—L|>¢€

por lo que
o1
i, = 3
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Unidad 3. Limites Definicién de Limites

Ejemplo Muestre que

flx) = no tiene limite en xo=a
T —a

Solucién Suponemos que lim
r—=al —Q

= L, esto quiere decir

1
Ve>0,36>0 tal que |[zr—al<d = ’——L‘<e
r—a

En este caso consideremos

o +(5 n 1
r=min<a 2,a I+e

con x = a4 se tiene que
w—al=|a+2 o0 s
r—al=la+=-—a|l=|z|==
2 2 2
pero
2 |2 - L]
— L= —Ll=|2-L|>"%
f () | a+ g —a ‘5 ‘ 2
n 1 .
con r = a+ —— se tiene que
EX: a
| | ! < ! ! < 0 <4
T —al= = —
a+|Ll+e—a |L| + € |L|+e 2
pero
1 €> < st L>0
@)~ L1 = | —— - £| = |zl +¢- 2| = { ey
P )y le=2L] > == si L<0
En cualquier caso se tiene
|z —al <6 pero |f(x)—L|>¢
por lo que
lim ]
r—a T — Q
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Unidad 3. Limites Definicién de Limites

Limite a través de sucesiones

Teorema 1. Sea f: ACR, f: A— R, ya A. Entonces

lim f(x)=L < lim f(z,)=L V sucesion {z,} € A con x, —a
r—a n—oo

Demostracion. = Supongamos que
lim f(x) =1L

T—ra

como a es punto de A entonces V § > 0 el intervalo (a — 0, a + J) cumple que
(a—d,a+0)(J(A—{a}) #0

1
por lo tanto consideramos § = — y para cada n € N, llamamos z,, al punto de
n

(a—;,a—l—;)ﬂ(zﬁl—{a})

1
y se tiene que 0 < |z — a| < — y comoi
n
lim f(z) =1L

T—ra
Ve >0, 30 >0 tal que 0 < |[x—a|] < 0 = |f(z)—L| < €

para esta ¢ elegimos p € N tal que 0 < |z, —a| < ¢ forall n > p, por lo tanto

flan)—L| < & Yn>p - lim flz,) =1L

n—oo

< Supongamos que Y sucesion {x,} € A—{a} con x, — ay supongamos que f no tiene limite en L
cuando = — a, esto quiere decir

Je>0 tal que V6>0 Iz € Domy tal que 0< |z —a| <06 pero |f(x)—L|>e€

fijamos ¢ > 0 y tomamos § = 1,

g e

1
, —,.... Tenemos entonces que
n

Wl

1
27
dz1 € Domy tal que 0<|zi —a|l <1 pero |f(z1)—L|>e¢

1
J a9 € Domy tal que 0<|x2—a|<§ pero |f(z2) — L| > ¢

1
Ja3 € Domy tal que 0<|x3—a|<§ pero |f(xs) —L| > ¢

1
dz, € Domy tal que 0 < |z, —a| < — pero |f(x,)—L|>e¢
n
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Unidad 3. Limites Definicién de Limites

construimos de esta manera una sucesion {x,} € A — {a} tal que

lim x, =a pero lm f(z,)# L contradiccién
n—o0

n—oo
lim f(z) =L
Tr—ra
O
Ejemplo Usando el criterio por sucesiones, probar que
1
lim sen <> 4
z—0 €T
Solucion Consideremos las sucesiones de término general
1 1
€T, — — [
" YU 5 +2nm
tenemos entonces que
lim 2, = lim — =0
n— 00 n—o00 NI
y también
. , 1
L T
Mientras que
1
lim f(z,) = lim sen (1> lim sen(nm) =0
n— o0 n— oo ey n— oo
y también
. . 1 , T
lim f(y,) = lim sen . lim sen (f + 2n7r> =1
n— o0 n— o0 1  Jnox 2
5+2nm
por lo tanto
n—oo n—oo
y por lo tanto
1
lim f(z) 3
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Unidad 3. Limites Definicién de Limites

Cambio de Variable '

Teorema 2. Supongamos que

donde o, ug son puntos de Domg, Domy respectivamente y g(x) € Domy—{ug} V € Dom, entonces
Jin () = i fu) = I
Demostracion. Supongamos que

lim g(z)=wuy y lim f(u)=1L

Tr—rT0o uU—UuUQ

y 36>0 tal que YV x € (xg— 0,20+ 9) ﬂ (Domg —{z0}), g(z) € (Domy —{ug})

lim £ (9(2)) = Jim f(u)=L.

T—zp

lu—ugl<d; = |f(w)—L|<e

g . f R
_— o 5
flw)
g =u flg() = flw)
xX—x9| <8 = g € D(f) |x — x| <82 = |[gx) —upl <€

Sea € > 0 y como

lim f(u)=L, 3 6 >0 tal que Yue Domy, 0<|u—ugl<d = |[f(u)—L|<e

U—>UQ

como

lim g(z) =up, 3 J2>0 tal que Yue€ Dom,, 0<|r—x|<dy = |g(x)—uo| <

Tr—x0
elegimos d3 = min{d, do}. Entonces Vo € Domyy), =€ Domyy
O0<|z—mo| <3 = 0<|z—20|<d y 0<]|z—m0] <2
= g(x) € Domy—{uo}, y |g9(z)—uol <61
= g(z) € Domy, y 0<|g(z)—wuo| <
= |flg(x)) — LI <e
por lo tanto

lim f(g(x)) = lim fu) =L

T—>00xQ U—UQ

O
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Unidad 3. Limites Definicién de Limites

Ejemplo Calcular

T Vi4+z—1
m -——-
e—0 /142 -1

Solucién Tomando x + 1 = 4% se tiene que

Vite—1 oy -1 o w-DEP+y+l) o oyi+y+l 3

Iim —— = lim = lim = lim
x—0 \3/1—|—x—1 y—1 y2—]_ y—1 (y—l)(y+1) y—1 y+1 2

Ejemplo Calcular
—1
lim VT

z—=1 x—1

Solucién Tomando z = 32 se tiene que

Va1l _oy-1 . y-1 1

1
lim =lm>——=1m —————=1lim —— ==
z=1 ¢ —1 y=1y2—1 =1 (y—Dy+1) wv—o1y+1 2

Limites Laterales '

Definicién 1. Si f : D C R = R y z¢ es un punto de D, decimos que lyq es limite de f en xqy por la
derecha si

N Ve>0 3 6>0 o |f(zx)—la <e si 0<z—x0 <0

es decir
Ve>0 3 6>0 o |f(x)—lg| <e si zg<z<x0+9
El limite por la derecha se denota

lim f(z) =4

+
I—)ZO
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Unidad 3. Limites Definicién de Limites

Definicién 2. Si f : D CR — R y ¢ es un punto de acumulacion de D, decimos que ¢; es limite de f
en xg por la izquierda si

4 Ve>0 3 6>0 5 |f(x)-li]<e si 0<zo—x <0
es decir

Ve>0 3 6>0 5 |f(x)-li]<e si zo—d<z<uzo
El limite por la izquierda se denota

lm f(z) = ¢;

w—)wo

x0+5
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