Unidad 3. Limites Definicién de Limites

Limites Laterales '

Definicién 1. Si f : D C R — R y x¢ es un punto de D, decimos que Ly es limite de f en x¢ por la
derecha si

V e>0 3 0.>0 5 |f(zx)—tlyl<e si 0<zx—uz0<0

es decir
V e>0 3 6>0 5 |f(x)—lyl<e si mp<z<zp+90

El limite por la derecha se denota
lim f(z) = {4

+
1'—)1?0

Ejemplo Probar que

-2
=2

z—2+ T — 2
Solucién Sea € > 0, sea 6 > 0 entonces

xr— 2
xr — 2

—2
0<x—2<5:>2<x<2+5:>'|x2|—1‘:
T —

—1’=|1—1:0<e

por lo tanto

-2
i 22
z—2+ T — 2
Ejemplo Probar que
2
m ST g g £0
z—0t ‘.’E|
Solucién Sea € > 0, sea € = § > 0 entonces
2 2
0 <z <d= %— ’z v —1‘=|1—|—x—1|:|$|<5=e
x
por lo tanto
2
lm T2y
z—0t |z

Definicién 2. Si f : D CR — R y x¢ es un punto de acumulacion de D, decimos que ¢; es limite de f
en xg por la izquierda si

V e>0 3 6>0 > |f(x)—li|<e si 0<zp—x<0

es decir
V e>0 3 6.>0 5 |f(x)—4li]<e si zp—0<z<xg

El limite por la izquierda se denota
lim f(z) =¢;

I—>IU
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Unidad 3. Limites Definicién de Limites

Ejemplo Probar que

—9
P ik Y
r—2~ 13—2

Solucién Sea € > 0, sea § > 0 entonces

|z — 2] —(z—2)
0 < 2— 0 = 2-§ 2 = —(-)|=|———=—-(-|=|-1-(-D| =0
< 2—z < <z < p— (-1 p— (=) =] (=1)] <e€
por lo tanto
fm 222
z—2- T — 2
Ejemplo Probar que
2
m ST 1 a0
r—0~ ‘LE|
Solucién Sea € > 0, sea ¢ = § > 0 entonces
x + 22 x + 22
-0 <z <0= izl —(-1)| = +ll=|-1l-z+1=lz|<d=¢
T _
por lo tanto
2
i 2T~
z—0t |.’E|

Teorema 1. Sea f: D CR — R yxy € D se tiene entonces

lim f(z)=L & h'erf(x):L: lim f(x)

T—=To Tz Tz

Demostracion. =)Como
lim f(z)=1L
Tr—T0o

entonces

Dada €¢>0 3 6.>0tal que Yz € Domy, 0<|z—xo| <0 = |f(z)—L|<e
entonces V x € Domy,

0 < x—2) <0 = 20 < < 2p+0 =20 <|z—x|<d = |flz)—L|<e
y también
0 < zp—x < d = —x9 < - < 00—z = 20—0 <2 <z9g=0<|z—x0/<d = |flzx)-L|<e
es decir

lim f(zx)=L y lim f(z)=1L

<)Supongamos que
lim f(z)=L y lim f(z)=1L

+ —
T, T—T
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Unidad 3. Limites Definicién de Limites

Sea € > 0 entonces

lim f(z)=L = 361 >0 tal que Yx € Domys, 90— < x < x9 = |f(x)—L|<e

T—T)
y también

lim+f(3:):L = 36, >0 tal que Yx € Domy, 9 < © < z9+02 = |f(x)—L|<e
wg)wo

Elegimos § = min{d, d2} entonces V € Domy
0 < |lx—z| < 0 = cualquiera de las dos zo—9d < x < xg 0 g < ¢ < Te+9
en cualquiera de los dos casos |f(z) — L| < e, por lo tanto
Vo eDomy, 0 < |[x—z9] < 0 = |f(x)—L| < ¢
y por lo tanto

lim f(z)=1L

Tr—rT0o

Limites Infinitos '

Definicién 3. Sea A C R, sea f: A = R y sea xg € R un punto de acumulacion de A. Se dice que f
tiende a co cuando T — g, y se escribe

Iim f(x)=0c0 si VM > 0€R 3 6§>0 > VeeAd con 0<|z—x9|<d = flx)>M

Tr—xTo

Ejemplo Mostrar que

Solucién Demostracion. tenemos que si f(x) > M entonces

1 1 /1 1
—_— \/ﬂ = — 2 —— e . 66 = —
x? ~ M - M - VM

con esta § se tiene que:

1 1 1
z-0l<d=|z|]< —==2"< —=>M<

VM M 22

O
Ejemplo Mostrar que
) 1
s T
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Unidad 3. Limites Definicién de Limites

Demostracion. tenemos que si f(x) > M entonces

1 1 1 1
s>M= —>@x-50°=>—>(z-5)=>—=>[z-5 .. 0=

1
(z —5) M M VM VM

con esta ¢ se tiene que:

1 , 1 51 , 1
lz—5| <8 = |r—5| < —— = |z —5| <M:>\(,r—5) \<M:>(x—5) <M<

VM (z —5)?

O

Definicién 4. Sea A C R, sea f: A — R y sea xg € R un punto de acumulacion de A. Se dice que f
tiende a —oo cuando x — xg, Yy se escribe

lim f(z)=—-0c0 si YM>0€R 3 >0 > VereA con |[z—z9|<d= f(z)<-M

Tr—>T0o
Ejemplo Pruebe que
alcl—>ml (x—1)* -

Solucién En este caso se tiene que

-1 1 , 1 1

/1
por lo tanto proponemos ¢ = Y a Tenemos entonces que

1 1 1 1 -1
“1<d = |z-1l< /= = jz-1'< — = (z-1)'< — = M< = <M
ja-1] a=11< {7 = k-ll' < o = (@) < o ToI Y o
por lo tanto
) -1
:ll—>ml (r—1)% e
Ejemplo Pruebe que
, 1—=z
lim = -0
r—2 (x — 2)2
Solucién Para esto se tiene que
1—-2z x—1
<M= —<-M=>—=>M
I -2 @27
1 .
suponemos entonces que ¢ = > entonces se tiene que
O<|z—2<d = 0<| 2|<1:> 1< 2<1$1< 1
T — T — = ——<x- = —<x-
2 2 2 2
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ahora necesitamos que

1 1
(1—x)~m>§-k:M, por lo que k=2M
es decir
1 1 1 1 1
—>2M & —>@-2 e —>|2-2? & ——>z-2P & — >z -2
@2y TR Ay vl (Gl By vk M dibvyy el il
Sea M >0yd t legi 0 I {1 ! } tant, ti
ea e esta manera elegimos § = min < —, —— », por tanto se tiene
0<lz—2/<d = 0<|z—2/<t y O<|z—2<——
T — T — = z— —
2 Y V2M
1 1
= = -1 2M
5 <7 y <( oy
= M= 2M < v-1
- (z —2)?
1—-=z
= —-M>
(z—2)
por lo tanto
, 1—=z
lim = -0

Teorema 2. Suponga que f(z) >0V x € (29— 0,20+ ) donde ¢ es punto del Domy, entonces

1
lim f(z) =400 & lim —— =0
T—xT0 T—xTo (1‘)

Demostracion. ( = ) Supongamos que

lim f(z) = +o0
Tr—xo

esto quiere decir

VM > 0eR 3 6>0 5 VeeA con 0<|z—xo| < = f(x)>M

1 1
si M > 0 entonces — > 0 y hacemos ¢ = — y tenemos que
M y € M y q

1 1 1
Veze Doms, 0 < |[x—m0] < 0 = flx) > M = flz)>- = e6> — = ‘—O‘<e
por lo tanto
1
Iim — =0
w0 f(2)
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(<)

Supongamos que
1
lim —— =0
T30 (5(;)

1
Sea M > 0 y hacemos € = U por lo que

1 1
lim ——=0 = 35>0 > Vo€ Doms0 < |[zr—zo| < 6 = ‘—O‘<e
M 7w 0= 7@)
1 1 1 1
= | -0|<— = —<— = fx) >M
< w > w2 @
por lo tanto
lim f(z)=+o0
Tr—xo
O
Ejemplo Pruebe que
m B2
z—2 (Jj — 2)2 o
Solucién Tenemos que
3z —5 1 (x —2)2
= = =
J@) =037 = f@ = 355
1
en este caso si x — 2 entonces 3x — 5 — 1 por lo tanto m > (0 para x cercana a dos.
i
Como ( 2
3 T —2 0
Mgy~
entonces
, 3r—5
lim — =+

r—2 (x — 2)2

Limites Laterales Inﬁnitos'

Definicién 5. Sea A CR, sea f: A — R y sea xg € R un punto de A. Se dice que f tiende a +00 cuando
T =z, , Yy se escribe

lim f(x)=40c0 si VM > 0€R 3 6>0 5 VezeA con xp—d<z<z9 = flz)>M

I*}ZL’O

Definicién 6. Sea A C R, sea f: A — R y sea xg € R un punto de A. Se dice que f tiende a —oo cuando
T =z, Y se escribe

lim f(z)=-0c0 si VM > 0€eR 3 >0 > VreA con zp—d<z<zy = flx)<-M

ZL’*)IO
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Definiciéon 7. Sea A CR, sea f: A — R y sea xg € R un punto de A. Se dice que f tiende a +00 cuando
T — :ca", y se escribe

lim f(z)=4c0 si VM > 0eR I §>0 > V€A con azp<z<z9+d = f(x)>M

+
w—)mo

Definicién 8. Sea A C R, sea f: A — R y sea xg € R un punto de A. Se dice que f tiende a —oo cuando
T — :ca", y se escribe

lim f(z)=-c0 si VM > 0€eR I §>0 > V€A con zp<z<zo+d = f(r)<-M

+
1-}:1}'0
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