Unidad 3. Limites Definicién de Limites

Limites Laterales Inﬁnitos'

Definicién 1. Sea A CR, sea f: A — R y sea xg € R un punto de A. Se dice que f tiende a —oo cuando
T — xd, y se escribe

lim f(x)=-00 si YM > 0eR 3 6>0 > VeeAd con zp<z<z9+0 = flx)<-M

+
CE*}CEO

Teorema 1. Suponga que f(z) >0V x € z9—0d <z < xy donde z¢ es punto de acumulacion del Domy,
entonces 1
lim f(z)=400 & lim —— =0
T—x T—T) f(x)

Ejemplo Probar que
rT—2

lim 400

z—1- T — 1

Solucion En este caso utilizaremos el teorema, por un lado se tiene

r=2 1 r—1 z—1 0
por otro lado
LT -2
vl = {gii, i;zg} = f(ﬂc)zx 1>Ocuandox—>1_

por lo tanto segun el teorema
x—2

lim +00

z—1- T — 1

Definicién 2. Sea A CR, sea f: A — R y sea zg € R un punto de A. Se dice que f tiende a —oco cuando
T — Ty, Y se escribe

lim f(z)=—-0c0 si VM > 0€R 3 >0 > V€A con azp—d<z<z9 = flx)<—-M

T

Teorema 2. Suponga que f(z) <0V z € z9g— 06 <x <z donde zy del Domy, entonces

1
lim f(z)=—-o0 <& lim —— =0
T—x ( ) T—T) f(x)

Ejemplo Probar que
2—x

lim = —00
z—1-x — 1

Solucion En este caso utilizaremos el teorema, por un lado se tiene

2—x 1 rx—1 x—1 0
= = = = i =-=0
/(@) r—1 flz) 2—=x o1 2—z 1
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por otro lado

2 _
= f(x):ﬁ<00uandox—>l_

1 = r<l1l, . xz-1<0
r 2>z, . 2—-2>0

por lo tanto segun el teorema
2—-z

lim = —00
z—s1- 2 —1

Definicién 3. Sea A CR, sea f: A — R y sea z9 € R un punto de A. Se dice que f tiende a +00 cuando

T — xf, y se escribe

lim f(z) =400 si VM > 0eR 3 §>0 5 VereA con zo<ax<zo+d0 = f(x)>M

+
T—T

Teorema 3. Suponga que f(x) >0V xg < < x9+ 0 donde zo es punto del Domy, entonces
lim f(z) =400 & i 1 0
im f(z) =400 fm =
Tzl z—axd f(x)

Ejemplo Probar que
9 _
r oo

1m =
z—1t x —1

Solucién En este caso utilizaremos el teorema, por un lado se tiene

2—zx 1 z—1 z—1 0
J(@) x—1 flz) 2—-x o2 -z 1
por otro lado
. _ 9 _
z— 1T = {;;i’ g_iig} = f(w):%>0(:uand0m—>1+

por lo tanto segun el teorema

2—x
im = 400
z—1+ x —1

Definicién 4. Sea A CR, sea f: A — R y sea xg € R un punto de A. Se dice que f tiende a —oo cuando
T — mb”, y se escribe

lim+f(:z:):—oo si VM > 0eR 3 6>0 2 Voee€eA con zp<z<zp+d = flz)<-M

ZE—)ZEO

Teorema 4. Suponga que f(x) <0V g <z < xo+ 0 donde xy es punto del Domy, entonces

1

Iim f(z)=—-0c0 & IliIm —— =0
Tzl /(@) z—xd f(z)
Ejemplo Probar que
-2
im x = —00
z—1+ x —1
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Unidad 3. Limites Definicién de Limites

Solucién En este caso utilizaremos el teorema, por un lado se tiene

r—2 1 r—1 z—1 0
/(@) x—1 fl) x-2 oz —2 1
por otro lado
+ SL’>1, . $_1>0 _:I/._Q +
r— 1t = {2>x, L e_2<0 :>f(x)—7_1<00uandox—>1

por lo tanto segun el teorema
r—2

1m = —
z—1+tx —1

Limites en el Infinito '

Definicion 5. Sea A C R, sea f: A — R. Se dice que L € R es limite de f cuando x — oo y se escribe

lim f(z)=L si Ye>0 3 N>0 > Vo € Domy, >N = |f(x)—L|<e

Tr—r00

Ejemplo Mostrar que

o x—1
lim =
Demostracion. Tenemos que
IR S
para comprobarlo usamos la definicion primero se tiene que:
x—1 1_96—1—(95—2)_ -3 3 <3
T+ 2 - T+ 2 Clz+2] 42 2
por lo que
3 3 3
—<e=>-<x . N=-
x € €
. . 3
de esta manera, si € > 0 elegimos N = — por lo que
€
3 3 3 - z—1
>N = z>- = <—=—<€e = |—=|<e => |—=—1|<e
€ r+2 =z rz+2 z+2
por lo tanto
-1
lfim ——— =1
O
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Definicién 6. Sea A C R, sea f: A — R. Se dice que L € R es limite de f cuando v — —oo y se escribe

lim f(z)=L st Ve>0 3 N>0 > Vz € Domy, z<—N = |f(z)—L|<e

Tr—r—00

Ejemplo Mostrar que

Demostracion. Tenemos que

1 1

e-1_ o oo2-1 0 1-1
lim = lim -—5 = lim 5
z——00 I + 2 z——o00 L 4 =2 r——o00 ] 4 =
T xT T

para comprobarlo usamos la definiciéon primero se tiene que:

x+27 x+ 2 x+ 2

-1
x 1‘_

x—l—(m—2)‘_

_3‘

como x — —oo se toma x < —2 por lo que  + 2 < 0 y por lo tanto —(z + 2) > 0, de esta manera

-3 3 3 3

x+2‘:‘(x+2)’: —(x+2)] —-(z+2)

por lo que

3 3 3
<e=>—-<—1-2 => —+2< -1z = —(+2)>x
€ € €

—(x+2)

3
de esta manera, si € > 0 elegimos N = — + 2 por lo que
€

3 3 3 -3 x—1
r<-N=z<-|-4+2] = —2-2>- =5 ——<e = <e= |—— —1|<e
€ € —(z+2) x4+ 2 x4+ 2
por lo tanto
-1
lm ——— =1
z——o0 T + 2
O
Ejemplo Probar que
Ii =0
m;rglo 4 —1
Solucién Demostracion. para comprobarlo usamos la definicién primero se tiene que:
1 B 1 B 1
22 —1 a2 -1 |22 -1
como = — 0o entonces tomamos = > 1 por lo que 22 — 1 > 0 y de esta manera
1 1
|22 —1] 22-1
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por lo tanto
1
-+1l<z ..
€ €

< €=
2 —1

de esta manera
/1 1
>N = z>4/-+1 = 5 <€
€ 2 —1

por lo que
L=
por lo tanto
zlgrolo 2 —1 =0
O

Asintotas Horizontales .

Definiciéon 7. R Sea ACR, sea f: A—R. Si
lim f(z)=m y/6 lim f(z)=m

T—r—00

entonces la recta y = m es llamada una asintota horizontal de f(x)

Ejemplo Probar que la recta y = 1 es una asintota horizontal para la grafica de la funcién

Solucion En este caso tenemos que
z
lim = lim —*— = lim 5 =
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Demostracion. para comprobarlo usamos la definicién primero se tiene que:

r—(x+2)| | -2 | 2
x+2 2| |z 42

T _1’:
T+ 2

como z — 0o, tomamos = > 2 por lo que = + 2 > 0, por lo tanto
2 2 <
lt+2] x+2 =z

dada € > 0 se tiene 5 5
—<e = — <z
T €

2
por lo que elegimos NV = —, de esta manera
€

2 2 2 - x
>N = z>- = <—<e€e = |—|<e = |———1|<e
€ T+ 2 T T+ 2 T+ 2
por lo que
If =
s

y concluimos que y = 1 es una asintota horizontal para

También podemos ver que ocurre cuando r — —o00, en este caso se tiene que

z

= 1
lim im —%— = lim s =1
x——0c0 I + 2 m—>—oo%-|—5 at—>—o<>]_—|—E

Demostracion. para comprobarlo usamos la definicién primero se tiene que:

r—(x4+2)| | -2 | 2
z+2 | |z+2| |-(z+2)

:I: _
T+ 2 B

como r — —oo, tomamos x < —2 por lo que =z + 2 < 0, por lo tanto
2 2

[—(x+2)] —(x+2)

dada € > 0 se tiene
2 2 2
———<e > - <—1x—-2 =5 - 42< -1 = < —|-4+2

—(z+2) € € €
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2
por lo que elegimos N = — + 2, de esta manera
€

2 2 2 2
m<—N:>x<—<+2>:x+2<—:>—(x+2)>:><e:>
€ € €

por lo que

m —— =1
z——oo I + 2

y concluimos que y = 1 es una asintota horizontal para

-2
—(z+2) ‘1‘4—2‘

<€ = ‘x—1’<e
T+ 2

x
fla) = =
O
Asistotas Verticales '
Definicién 8. Sea A CR, sea f: A— R y sea zy € R un punto de acumulacion de A. Si
lim f(z) =400 6 lim f(z)=—o0
T—xT0 T—Ig
entonces x = xq es llamada una asintota vertical de f(z)
o [
::xo
& g oAl i 2 4
-4 ::
Ejemplo Probar que la recta x = 1 es una asintota vertical para la grafica de la funcién
x
= ey
Solucion Tenemos que
@1y
lim =400 & lim =0
z—1 (:L‘ — 1)2 r—1 x
En este caso )
-1
T Gt A
z—1 x 1
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ademas

r = +oo = {(x;1>)20>0} = f(x)=7x >0

por lo que
lim _r 400
r—1 (x — 1)2

por lo tanto x = 1 es una asintota vertical para

T

f(x)zm

Asistotas Oblicuas '

Definicién 9. Una recta no vertical y = mx + b es una asitota de la grifica de f, si cuando x — oo ¢
x — —o0, la distancia de (z, f(z)) a la recta (x,mz + b) tiende a cero

y

(x.mx + b)
d(x)

(x.f(x)

sea d(z) la distancia de (x, f(x)) a la recta y = max + b entonces
@)~ ma )
m? +1
por lo que la recta es asintota de f en x si

lim f(z) —max—b=0

r—00

De esto mismo podemos determinar los coeficientes m y b de la recta, de la siguiente manera

b b
lim f(z) —max—b=0= lim m<f(m)—m—> =0= lim M—m—f =0
T—00 xr—00 x xr r—o00 I X
pero
9:0 ST x— 00 .. limem:Oéh’mM:m
€T r—o00 I T—o00 I
y de
lim f(z) —ma—b=0= lim f(z) —mx=1>
Tr—r0o0 xTr—r0o0
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Ejemplo Hallar las asintotas oblicuas de f(z) = v22 — 1

Solucién Para esto se tiene que:

i @)

Tr—r00 o

= lim

vz -1
T

Tr—r00

. m = 1 Mientras que

22 —1—-(1)z = lim

lim f(z)—mz = lim
T—00 Tr—00

r—00

o.b=0 .. larecta y = x es una asintota oblicua para f.
Por otro lado tenemos

lim M: lim
r——00 I

Som=—1
Mientras que

lim

lim f(z)—mz = lim Va2 —1—(-1)az =
Z—$00 T——00

T—>—00

.b=0 .. larecta y = —x es una asintota oblicua para f.

(VT <¢—1+>

(Ve =1+2) <—M—x> =

lim

2 -1 1

—1
—— | = lim =0
Va2 —14x z—oo (/g2 — 1+ 2
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