Unidad 2. Nuameros Reales 2.1 Numeros Naturales, Enteros, Racionales, Irracionales y Reales

Numeros Naturales N '

Definicion 1. Dado un campo ordenado F, y un subconjunto A C F se dice A es inductivo cuando
verifica las dos condiciones siguientes:

a)le A

b)VeeF, rcA=ac+1€cA

Ejemplo 1 El conjunto R es un conjunto inductivo
Ejemplo 2 El conjunto A = {x € R | > 0} es un conjunto inductivo
Ejemplo 3 El conjunto A = {x € R | > 1} es un conjunto inductivo

Teorema 1. Si C es una coleccion de subconjuntos inductivos de F, entonces (| C es un conjunto inductivo

Demostracion. (i) Tenemos que Ve € € se tiene que 1 € ¢ pues ¢ es inductivo por lo tanto

1e(e

(ii) Supongamos que = € (€. Sea ¢ € C entonces € ¢ como ¢ es inductivo z + 1 € ¢ por lo tanto es
cierto que

Veee, z+le()e
O

Definicion 2. El conjunto de nimeros naturales de un campo ordenado F es la interseccion de todos los
subconjuntos inductivos de F
N=(e

donde C denota la coleccion de todos los subconjuntos inductivos de F, y a los elementos de N los llama-
mos numeros naturales

Obs. Los nuimeros naturales no satisfacen todas las propiedades que definen un campo, pero tienen pro-
piedades que se estudiaran.

Teorema 2. Fl conjunto de niimeros naturales es el mds pequeno subconjunto inductivo de un campo F,
en el sentido de que N es un conjunto inductivo y para todo subconjunto inductivo A C F se tiene N C A

Demostracion. Segun el teorema anterior N es un conjnuto inductivo, ahora tomamos un C € S donde
S representa una coleccién de todos los subconjuntos inductivos de F. Se tiene entonces que (]S C € por
lo tanto N C € -

Teorema 3. En algin campo ordenado F
(a) N es cerrado bajo la suma

Demostracion. Sea n € N un elemento fijo, V m € N sea p(m) la propiedad n +m € N.

Tenemos entonces que

(1) Si n € N entonces al ser N inductivo se cumple (n + 1) € N por lo tanto p(1) es verdadera

(2) Supongamos que p(k) es verdadera, esto quiere decir que (n + k) € N y al ser N inductivo se cumple
(n+k)+1 €N esto es

p(k+1) es verdadera. Por lo tanto p(k) = p(k+1) y por el principio de induccién mateméticaVm € N
p(m) es verdadera por lo tanto ¥ n,m € N se tiene (n+m) € N O
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Teorema 4. En algun campo ordenado F
(b) N es cerrado bajo la multiplicacion

Demostracion. Sea n € N un elemento fijo, ¥V m € N sea p(m) la propiedad nm € N.

Tenemos entonces que

(1) Si n € N entonces al ser n =n -1 € N se tiene p(1) es verdadera

(2) Supongamos que p(k) es verdadera, esto quiere decir que (nk) € Ny si n € N se cumple (nk) +n € N
esto es

n(k+1) € N por tanto p(k+1) es verdadera. Por lo tanto p(k) = p(k+1) y por el principio de induccién
matematica V m € N p(m) es verdadera por lo tanto ¥V n,m € N se tiene (nm) € N O

Teorema 5. En algun campo ordenado F
(a) Todos los nimeros naturales son positivos

Demostracion. Dado que
(1) 1>0 se tiene que 1€ P

(2) Sike P, y 1€ P entonces k+1€P

porlotantoVkeNsike P = (k+1)€ P entonces la propiedad P es un conjunto inductivo
por lo tanto N C P y por lo tanto V n € N n es positivo O

Teorema 6. En algun campo ordenado F
(a) Los nimeros naturales no son cerrados bajo sustraccion y division

Demostracion. Sea n € N un elemento fijo y V m € N definimos la propiedad n — m € N.
Tenemos que para todo n,m € N se cumple solo una de las siguientes:

n<m, n=m, n>m
parael n =1y m =1 se tiene 1 — 1 € N lo cual no ocurre.
En el caso n < m se tendria n —m € N lo cual no ocurre.
Y en el caso de la division se tiene
1+2=1-2"1¢N

pues en N no hay inversos multiplicativos. O
Teorema 7. El nimero 1 es el mds pequeno de los nimeros naturales
Demostracion. Definimos el conjunto

A={z€eF|z>1}

entonces
1>1 = 1A

Suponemos que k > 1 entonces k+1>14+1>1es decir k+ 1 > 1 por lo tanto
keA = k+1cA

.. A es inductivo y como N C A entonces Vne Nn > 1 O
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Teorema 8. Principio de Induccion Matemdtica Dada una proposicion P. Se tiene que P es vdlida
V néeN si:
(1) p() es wverdadera

(2) VkeN, pk) = pk+1)
entonces Vn € N, p(n) es verdadera
Demostracion. Suponga que se tiene una proposicién P que satisface (1), (2). Sea

A={xeN|p(z) es verdadera}

(i) 1 € A por (1)
(if) Suponemos que x € A. Entonces z € N y p(z) es verdadera, por (2) p(z + 1) es verdadera. Esto es
r + 1 € A. Por lo tanto se ha probado que

reEA => x+1eA
entonces A es un conjunto inductivo .. N C A. Esto es Vn € N, p(n) es verdadera O

Definicién 3. Definimos a™, ¥V n € N como:
(1) at =a
(2)V keN, a*tl =dka

Teorema 9. V n,m € N ¢™a" = g"*™™
Demostracion. Procediendo por induccién sobre m y fijando n € N tenemos que

(1) a"a' =a"a=a""" = p(1) es verdadera

Suponemos para k € N que p(k) es verdadera esto es:

anak _ an+k
a partir de esto se tiene que
anak — an-i—k = anaka _ an—i—ka = anak+1 _ an+k+1
por lo tanto p(k) = p(k+ 1) por lo tanto p(n) es verdadera V n € N O

Teorema 10. ¥V n,m € N (a™)" = a™™

Demostracion. Procediendo por induccién sobre m y fijando n € N tenemos que

(1) (@) =a™=a"' = p(1) es verdadera
Suponemos para k € N que p(k) es verdadera esto es:
(an)k _ an~k
a partir de esto se tiene que

(an)k _ an-k = (an)kan _ an~kan = (an)k-i-l _ an-lc+n _ an-(k+1)

por lo tanto p(k) = p(k+ 1) por lo tanto p(n) es verdadera V n € N O
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Teorema 11. V n,m € N a"b" = (ab)™
Demostracion. Procediendo por induccién sobre m y fijando n € N tenemos que
(1) a'b' =ab=(ab)' = p(1) es verdadera
Suponemos para k € N que p(k) es verdadera esto es:
a®bk = (ab)®
a partir de esto se tiene que
a"t* = (ab)* = a*b*ab = (ab)ab = aFab®b = (ab)*T = TP = (ab)Ft!
por lo tanto p(k) = p(k+ 1) por lo tanto p(n) es verdadera V n € N O

Teorema 12. Principio de Induccion Completa Suponga que ng € N yV n € N, n > ng, p(n) es una
proposicion verdadera acerca de m si:

(1) p(no) es verdadera

(2)V k €N tal que k > ng p(k) = p(k+ 1) entonces ¥V n > ng, p(n) es verdadera

Demostracion. Sea A el conjunto de nimeros naturales que contiene a ng, y contiene a k -+ 1 siempre que
contiene a k.

ng —1+1

Sea B el conjunto de todos nimeros naturales ¢ tales que ng — 1 + £ esta en A. Entonces 1 esta en B y
/41 esta en B si ¢ esta en B, de modo que B es inductivo, por lo tanto contiene a todos los numeros
naturales, lo cual significa que A contiene todos los ntimeros natruales > ng O

Ejercicio Demuestre usando el pricipio de inducciéon completa que

2">2n+1 V n>3

Solucién Dado que 22 =8 > 7 = 2(3) + 1 entonces p(3) es verdadera.
Supongo ahora p(k) esto es 2% > 2k + 1 y tenemos que

{2k>2k+1

ok > o } = 28425 >2%k+1+2 = 2" > 2(k+1)+1

esto es p(k) = p(k+ 1) para toda k > 3
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