Unidad 2. Nuameros Reales 2.1 Numeros Naturales, Enteros, Racionales, Irracionales y Reales

Axiomas de orden'

Definicion 1. un campo de F se dice que estd ordenado con respecto a un determinado subconjunto
P C F si el subconjunto P satisface los siguientes axiomas

(O1) Va,y € P,x+ye P (P es cerrado bajo +)
(O2) Va,y € P,x-ye€ P (P es cerrado bajo -)
(O3) Y x € F, ocurre una y solo de las siguientes
re€ P, —xe€ P, o x=0 Ley de Tricotomia
Definicién 2. Sixz € P decimos que z es positivo, si —x € P decimos que z es negativo. Por lo tanto,

la ley de tricotomia dice que cada elemento de un campo ordenado puede ser positivo, negativo o cero,
pero no mdas de una de ellas

Definicion 3. Dados x,y en un campo ordenado F decimos que z e y tienen el mismo signo si x,y € P
0 —x,—y € P decimos que x e y tienen signos opuestos si —x,y € P o x,—y € P

Definicién 4. (Mayor que, Menor que, etc.) Definimos los simbolos <, <, <, > en un campo orde-
nado F de la siguiente manera x <y siy —x € P

r>ysiy<x

r<ysix<yoxr=y

T>2YSIT>Yoxr=y

Teorema 1. Sean z,y elementos de un campo ordenado F. Entonces
(a) x>0 siysolosize P;x<0 siysolo si —x € P.
(b) Una y solo una de las siguientes propiedades se cumple

<y, x>y, T=y

(¢c) x <y siysolo si x>y, x>y siysolosir <y
(d) Six<yyy <z, entonces x =y

Demostracion. (a) Tenemos que
0<z & 2—-0€ P & 2+ (-0 P& x+0e P & e P
r<0 & 0-2z€ P& —2+0€ P& —xzc P
(b) Por O3 ocurre solo una de las siguientes
y—x€ P, x—ye P, y—x=0
(c) Tenemos que

st x <y entonces r—=>"Y
<y & <y or=y =

st =1y entonces >y

st x>y entonces <Y

>y & =y = .
=Y vy o=y {sz T =1y entonces <Y

¥ TFacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Calculo Diferencial e Integral I 1



Unidad 2. Nuameros Reales 2.1 Numeros Naturales, Enteros, Racionales, Irracionales y Reales

(d) Supongamos que x <y y y < x. Por contradiccién suponemos que x # y. Entonces por hipotesis se
cumple z > y y y < x y esto no puede ocurrir por tricotomia
O

Teorema 2. En algin campo ordenado F' se cumple

(a) La suma de dos elementos negativos es negativo

(b) El producto de dos elementos negativos es positivo

(¢) El cuadrado de un elemento diferente de cero es positivo

(d) El producto de un elemento positivo y un elemento negativo es negativo
(e)V xz,y € F, sixy >0, entonces x e y tienen el mismo signo

(f)V z,y € F,sixy <0, entonces x e y tienen diferente signo

Demostracion. (a) Supongamos que x,y son elementos negativos. Por definicion —z € Py —y € P por
01 se tiene que (—z) + (—y) € P esto es —(x +y) € P. Por definicién de negativo se tiene que
T + y es negativo

(b) Tenemos que
x,y negativos = —z,—ye€P = (-z)(—y)eP = zye P

(c) Supongamos x # 0. Por tricotomia x € P o —x € P entonces
Caso 1
reP = 2*€P
Caso 2
—z€P = (—z)2€P pero (—z)?=2a?

(d) Supongamos que x € Py —y € P por lo tanto (z)(—y) € P = —a2y € P = zy es negativo

(e) Supongamos que zy > 0. Entonces z,y # 0 si x, y no tienen el mismo signo a lo mas uno es positivo
y otro negativo y el producto de estos elementos es negativo segin (d)

(f) Supongamos que xy > 0 entonces —zy € P esto quiere decir que (—z) € Pyy € Pox € Py
—y € P pues —zy = (—2)(y) = (z)(—y) y por lo tanto x, y tiene signos contrarios
O
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