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Prefacio

EL METODO de la induccién matemitica se usa ampliamente
en la demostracién matematica. Sin dominar este método, es imposi-
ble estudiar a fondo las matematicas. Ademas, la idea bisica en que
se apoya el método de la induccién matematica, es de gran interés
no sélo para los estudiantes de matematicas y de las ciencias aplica-
das, sino también para estudiantes de otras disciplinas.

En el capitulo 1 y en la seccién 2 del capitulo 2 se presentan
las ideas fundamentales del método de la induccién matematica y
algunas de sus aplicaciones mis sencillas. Para comprender esta parte
del texto, sdlo se necesita tener los conocimientos adquiridos en los
primeros cursos del dlgebra de secundaria. Sin embargo, para ‘el resto
del libro, es 1til haber cursado dos afios de algebra y un afio de
trigonometria.

Esta monografia es particularmente apropiada para el estudio
independiente. Presenta gran numerc de problemas, algunos de los
cuales se resuelven como parte del texto. No obstante, mas de la
mitad de los problemas se dan como ejercicios para el lector, quien
encontrara las soluciones al final de este estudio.
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Introduccién

- Cualquier proposicién puede clasificarse como general o particular.
Ejemplos de proposiciones generales son:

Todos los ciudadanos de la U.R.S.S., tienen derecho a una
educacién. S .

Las diagonales de un paralelogramo se bisecan mutuamente.

Todos los niimeros que terminan en cero son divisibles entre 5.

Ejemplos de proposiciones particulares son:

Petrov tiene derecho a una educacién.

Las diagonales del paralelogramo ABCD se bisecan mutua-
mente,

140 es divisible entre 5.

El proceso de obtener una proposicién particular de una general
se llama deduccidn. Considérense estas proposiciones:

1) Todos los ciudadanos de la U.R.S.8., tienen derecho a una
educacién.

2) Petrov es un ciudadano de la U.R.SS,

3) Petrov tiene derecho a una educacién.

De la proposicién general (1), junto con la proposicién particu-
lar (2), se obtiene una proposicién particular (3).

El proceso de obtener proposiciones generales de proposiciones
particulares se llama induccién. El razonamiento inductivo puede
conducir a conclusiones falsas asi como a verdaderas. Se pondra en
claro este punto mediante dos ejemplos.

9



10 INTRODUCCION

PRIMER EJEMPLO,

1) 140 es divisible entre 5.

2} Todos los nimeros que terminan en cero son divisibles entre 5.

La proposicién general (2), obtenida de la proposicién particular
(1) es verdadera.

SEGUNDO EJEMPLO,
1) 140 es divisible entre 5.
2) Todos los niimeros con tres cifras significativas son divisibles
entre J.

En este caso, la proposicién general (2), deducida de la proposicién
particular (1), es falsa.

¢Cémo puede aplicarse la induccién en las matematicas, de ma-
nera que sélo se obtengan proposiciones generales verdaderas a partir
de las proposiciones particulares? A continuacién se da la respuesta
a esta pregunta.

El método de la induccién

matemalica

1. EJEMPLOS DE INDUCCION ERRONEA
EN LAS MATEMATICAS

Primero considérense dos ejemplos del tipo de induccién que es
inadmisible en las matematicas.

Ejemrro 1. Sea

S - + ! + - + oo+ !
" 1.2 23 3.4 n(n + 1y

Las siguientes igualdades son ficiles de verificar:

Con base en estos cuatro resultados, podria concluirse que para todos
los nimeros naturales n, se cumple que

n

Sp = .
n+1
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EjemMpPLo 2. A continuacién considérese el trinomio x* + x + 41,
analizado por primera vez por el famoso matematico L. Euler® Si
en este trinomio se remplaza x por el nimero 0, se obtiene el nimero
prime 41. Si se remplaza x por el niimero 1, nuevamente se obtiene
un niunero primo, a saber 43. Si se continda en esta forma y se
remplaza x por los ntimeros 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, sucesivamente,
se obtiene en cada uno de los casos, un nimero primo: 47, 53, 61,
71, 83, 97, 113, 131, 151, respectivamente. Basindose en estos resul-
tados, podria concluirse que para todo entero no negativo x, el valor
del trinomio es un ndmero primo.

¢Por qué el razonamiento usade en estos ejemplos es inadmisible
en las mateméticas? ;En qué forma se invalida el razonamiento?

En ambos ejemplos, el razonamiento empleado nos condujo a
establecer una proposicion general referente a todo n (o todo x) ba-
sandose en las proposiciones que se han encontrado verdaderas para
ciertos valores particulares de n (o de x). Asi, sucede que la propo-
sicién general obtenida en el ejemplo 1 es verdadera, tal y como se
vera en el ejemplo 5 que se da posteriormente; sin embargo, la pro-
posicién general obtenida en el ejemplo 2 es falsa, De hecho, mientras
se puede demostrar que el trinomio x* + x + 41 produce nimeros
primos para x = 0,1,2,3, ...,39, también se ve que para x = 40,
el valor del trinomio es 412, que es un nimero compuesto.

La induccién tiene amplias aplicaciones en las mateméticas, pe 0
debe usarse con cuidado o puede conducir a conclusiones erréneas.

2. MAS EJEMPLOS DE INDUCCION ERRONEA

En el ejemplo 2 se ha encontrado una proposicién que resulta
verdadera en cuarenta casos, pero que no es verdadera en general. Se
dardn otros dos ejemplos de proposiciones que son verdaderas en
algunos casos particulares, sin ser verdaderas en general.

EjempLo 3. El binomio x" — 1 (donde n es un nimero natural)
es muy interesante para los matemiticos ya que estd intimamente
relacionado con el problema geométrico de dividir una circunferencia
en n partes iguales. Por ello, no debe sorprender que este binomio se
haya estudiado detenidamente y con atencién particular al problema
de resolverlo en factores con coeficientes enteros.

1 Matemitico y fisico suizo (1707-1783).
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Al estudiar estas factorizaciones para muchos valores particulares
de n, los matematicos notaron que, en cada uno de los casos estudia-
dos, los valores absolutos de los coeficientes de los factores nunca
excedieron al nimero 1. Asi,

x—1=x-1,

2—1=(x-1D(x+1)
X*—=1=(x—1)(a2+x+1),

=1 =(x~1}(x+1)(2*+ 1),
X=—l=(x—-1{x*+x*+22+x+1),

M—l=(x=1)(x+ 1) (a4 x+ 1) (2~ x+ 1),

Se construyeron tablas de los coeficientes y, en cada unc de los casos,
los coeficientes tenfan la propiedad antes mencionada. Sin embargo,
fallaron todos los intentos para probar que la proposicién era ver-
dadera para todos los valores de n. o

Finalmente el problema fue resuelto en 1941 por V. Ivanov con
el siguiente resultado: si n < 105, el binomio x® — 1 tiene la pro-
piedad anterior. No obstante, uno de los factores de x% — 1 es el
polinomio

xis_'_xl?+x48_x43_x42_2x41_x40_x39+x35+x35+x34
X% g0 e Bl — y28 26 26 . 22 o 20 L AT o 16
R i i i i S O
+ x4+ 1,

que ya no tiene esta propiedad.

EjemrLo 4. ¢En cuéntas partes se divide el espacio mediante n
planos que pasan por el mismo punto, pero sin que tres de ellos se
intersequen en la misma recta?

Consideremos los casos mds sencillos de este problema: un plano
divide el espacio en 2 partes, Dos planos que pasan por un punto
comin dividen el espacio en 4 partes. Tres planos que pasan por un
punto comfn, pero sin tener ninguna recta comin, dividen el espacio
en 8 partes.

A primera vista puede pensarse que conforme el nimero de planos
se incrementa en 1, se dobla el namero dé partes en que éstos dividen
el espacio; de manera que 4 planos dividirian al espacio en 16 par-
tes, 5 planos en 32 partes, y asl sucesivamente; o, en general, que
n planos dividirian al espacio en 2" partes.
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En realidad, éste no es el caso: 4 planos dividen al espacio en
14 partes, 5 planos lo dividen en 22 partes. En general, n planos
dividen al espacio en n{n — 1) + 2 partes?

Estos ejemplos ilustran el hecho, sencillo pero importante: una
proposicién puede ser verdadera en muchos casos especiales y, sin
embargo, no cumplirse en general. '

3. EL PRINCIPIO DE LA INDUCCION MATEMATICA

En seguida surge la siguiente pregunta: supdngase que se tiene
una proposicién relativa a los mimeros naturales y se ha encontrado
que ésta se cumple en algunos casos particulares. ; Cémo puede deter-
minarse si la proposicién se cumple en general?; o bien, para ser més
especificos, ¢cémo puede determinarse si la proposicién es verdadera
para todos los nimeros naturales n = 1,2,3,... 7

En ocasiones, se contesta a esta pregunta, usando un método espe-
cial de razonamiento. llamado métede de la induccién matemdtica
(induccién completa) y basado en el principio siguiente:

Una proposicién se cumple para tode niimero natural n si se
satisfacen las condiciones siguiemtes:

Condicién 1, La proposicion se cumple para n = 1.

Condicidn 2. La veracidad de la proposicidn para cualquier ni-
mero natural n = k implica su veracidad para el nimero natural
siguiente n = k + 1.

Demastracidn. Se desea demostrar que si se cumplen las condi-
ciones 1 y 2, entonces la proposicién debe ser verdadera para todo
nimero natural n. Se da una demostracién indirecta: si no fuera
verdadera para todo numero natural, habria un nimero natural, lla-
mémosle m, el menor de todos para los cuales la proposicién es falsa.
Por la condicién 1, m 5% 1. De donde m > 1, de manera que m — 1
es un nimero natural. Recordando que m es el menor nimero natural
para el cual la proposicién es falsa, se ve que la proposicién es ver-
dadera para m — 1 pero falsa, para el niimero natural siguiente
(m — 1) + 1 = m. Fero esto contradice la condicién 2. Por lo tanto,
la proposicién debe ser verdadera para todo nimero natural.

Observacién. En nuestra demostracién del principio de la induc-
cién matematica, se aplicé la propiedad de los nGmeros naturales de
que tode conjunto de numeros naturales conticne un nimero menor.
Se demuestra facilmente que esta propiedad puede deducirse a su

1 Demostrado posteriormente en €l problema 30, p4gina 32.
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vez, del principio de la induccién matematica. De aqui que las dos
proposiciones son equivalentes: cualquiera puede tomarse como un
axioma que define la sucesién de los niimeros naturales y, entonces,
la otra proposicién es un teorema,

4. DEMOSTRACION POR INDUCCION MATEMATICA

Una demostracién por induccién mateméatica necesariamente cons-
ta de dos partes, es decir, demuestra que la proposicién satisface las
dos condiciones independientes dadas en la seccién 3.

EjemMpro 5. Hallar la suma (ver ejemplo 1)

1 1 1 1
L LI o
d 1.2 23 3.4 a(n+ 1)
SoLuciON. Se sabe que

1 2 3
S1=§s S==—, S8="4_‘1

[+~]

En esta ocasién, no se repetird el razonamiento erréneo, usado en el
ejemplo 1, y no saltaremos a la conclusién de que para todos los ni-
meros naturales n

Sn=

n+1

En Iugér de ello, seremos cautos y sélo diremos que los resultados
para S;, S, Ss, y S. conducen a la hipétesis de que

se cumple para todos los niimeros naturales n. Para probar esta hipé-
tesis se aplicard el método de la induccién matematica.

Condicién 1. La hipétesis es verdadera para n =1, tal y como
se vio anteriormente.

Cendicidn 2. Supbngase que la hip3tesis es verdadera para n = k;

esto es, que

Lo 1k
2.3 kk+1) k+1

1
Sp=—— +
P12
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donde k es cualquier nimero natural. Probemos que, a consecuencia,
la hipétesis también debe cumplirse para n = k + 1, es decir, que

k+1
Sip = ——.
R )
Pero
Swex = S +

(k+ 1){k+2)

Y sﬁbstituyendo el valor supﬁesto para S, se tiene
ok + 1 B2+l k1
k+1 (k+1)(k+2) (k+0)(k+2) k+2

Sk =

De donde se satisfacen ambas condiciones. De aqui que, a base
del principio de la induccién matemética, ahora, puédese afirmar
que, para todo numero natural n,

Primera observacién. Cabe notar que una demostracién por in-
duccién matematica debe necesariamente comprobar tanto la con-
dicién 1 como la condicién 2. Ya se han visto (ejemplo 2) Ios
resultados errdéneos que se pueden obtener cuando se pasa por alto
la condicién 2. El ejemplo siguiente demuestra que tampoco puede
pasarse poer alto la condicién 1.

Ejempro 6. “Teorema”: Todo ntumere natural es igual al nimero
que le sigue.
“Demostracién”: Suponiendo que

k=k+1, (1)
probemos que
kt+t1l=k+2 (2)

En efecto, sumando 1 a ambos miembros de la igualdad (1) se obtiene
la igualdad (2). Por lo tanto, si la proposicién del “teorema” es
verdadera para n = k, también es verdadera para n =k + 1; en-
tonces, se ha “probadc” el “teorema”.
“Corolario”: Todos los niimeros naturales son mutuamente iguales.
¢En dénde se ha cometido el error? El error consiste en consi-
derar s6lo la condicién 2 y no la condicién 1. En la aplicacién del
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principio de la induccién matematica, es indispensable probar que se
cumple la condicién 1 y, en este caso, la condicién 1 no se satisface.

Cada una de las condiciones 1 y 2 tiene su propio significado
especial. La condicién 1, por decirlo asi, proporciona la base para la
induccién; la condicién 2 proporciona la justificacién para genera-
lizar a partir de esta base, o sea, la justificacién para pasar de un
caso especial hacia el siguiente, de » hacia n + 1. Si no se satisface
la condicién 1, entonces no existe base para aplicar el método de la
induccién matemitica —aun si se satisface la condicién 2 (ver el
ejemplo 6). Por otra parte, cuando sélo se satisface la primera con-
dicién y no la segunda (ver las soluciones de los ejemplos 1 y 2,
aunque se proporcione una base para la induccién, no existe justifi-
cacidén para hacer la generalizacion.

Segunda observacién. Los ejemplos anteriores representan casos
muy simples de la aplicacion del método de la induccién matemaitica.
En casos mas complicados, segiin sea la proposicién, hay que modificar
el enunciado de las dos condiciones:

a) En ocasiones, para probar que la proposicién es verdadera para
n =k + 1, se requiere saber que la proposiciéon es verdadera
para n = k yn =k — 1; es decir, los dos niimeros que preceden
a k + 1. En tales casos, en lugar de la condicién 1 se necesitaria
probar la aseveracién para dos valores consecutivos de n (ver
capitulo 2, problema 18).

b) A veces se desea probar una proposicién para todos los valores
de n mayores que o iguales a algin entero m. En tales casos, se
verifica en la primera parte de la demostracién que la proposicién
es verdadera para n = m vy, si es necesario, para determinados
valores mayores que n (ver capitulo 2, problema 24). Por ejem-
plo, con frecuencia se encuentran proposiciones que deben pro-
barse para todos los valores no negativos de n (esto es, para
n > 0). En tales casos, en la primera parte de la demostracién,
se demuestra que la proposicién es verdadera para n = 0; en la
segunda parte se procede en la forma usual.

5. LA INDUCCION MATEMATICA USADA PARA DESCUBRIR
CONJETURAS DEFECTUOSAS

Al concluir este capitulo, se examinara de nuevo el ejemplo 1
para aclarar un punto esencial referente al métedo de la induccién
matematica.
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Cuando se consideré la suma

1 1 1
E — L S —
Smrztagt a(n+ 1) ..

para varios valores de n, se encontré que

Esto condujo a la hipétesis de que para’ cualquier valor de n .

"'n
41

En el ejemplo 5, se aplicé el método de la induccién matematica para
probar esta hipétesis. Tuvimos suerte, pues encontramos que la hipé-
tesis era correcta. Si en lugar de ello, se hubiera dado con una hipéte-
sis incorrecta, su falsedad se hubiera revelado en la segunda parte
de la demostracién, como se muestra en el ejemplo siguiente.

Ejemrro 7. Se sabe que

1 1 ' 1 n

R = . 1
1-2 23 nin+1) na+1 (1

Sin embargo, supéngase que al estudiar S,, se hubiera establecido la
hipétesis

_n+1
TS+l

" (2
La férmula (2) es vilida para n = 1, puesto que S, = 4. Suponer
que la férmula (2) se cumple para n = k significaria que

k+1

*T kAT

Tratemos de probar que, si la férmula (2) es verdadera para n = k,
también seria verdadera para n = k + 1, es decir, que

k+2

Szt
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Pero
1
=St DT D
_k+1 1 k* + 4k + 8k + 3

THAL GFDGTY GrDGF DGR

que no es el resultado esperado. Por lo tanto, la validez de la férmula
para £ = k no implica su validez para n = k + 1. Se ha descubierto
que la férmula (2) es falsa.

Asi, se ve que el método de la induccién mateméAtica permite pro-
bar las generalizaciones correctas y descubrir las falsas.



Ejemplos y ejercicios

Para aprender a usar el método de la induccién matematica, es
preciso resolver muchos problemas. Este capitulo contiene 52 pro-
blemas. En 22 de ellos, las soluciones detalladas se dan en el texto.
Las soluciones de los 30 restantes, que debe resolver el lector, se
dan al final de este estudio. '

6. EJEMPLOS ELEMENTALES Y EJERCICIOS
DEL ALGEBRA Y LA GEOMETRIA

ProBLEmMA 1. Escribamos la sucesién de los niimeros impares en
orden de magnitud: 1, 3, 5, 7, ... Designemos el primero por u,,
el segundo por u,, el tercero por us, etc.; asi, se establece:

ui=1 u=3 wu=5 wu=7

Ahora vamos a plantear el problema de hallar una férmula que
exprese el nimero impar u, en términos de su indice n.

SorvuctdON. El primer ndmero impar u, puede escribirse en la

forma

uy=2-1-1; (1)
el segundo nimero impar u, puede escribirse en la forma

Uy =2:2 — I (2)
el tercer némero impar u, puede escribirse en la forma

uy =2-3—1. (3)

21
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Un examen cuidadoso de las igualdades (1), (2) y (3) conduce a
la hipétesis de que cualquier nimero impar puede obtenerse multi-
plicando su indice por 2 y restando 1; es decir que para cualquier
nimero impar .,

Un = 2, — 1 (4)

Probemos que la férmula (4) es ..lida generalmente.

Condicion 1. La igualdad (1) muestra que la férmula (4) se
cumple para n = 1,

Condicion 2. Supbngase que la férmula (4) se cumple para
n = k; es.decir, que el k-éimo nimero impar esti dado por

u;,;=2k"“ 1.

Demostremos que, con esta suposicién, la férmula (4) también se
cumple para el (k + 1)-ésimo namero impar, es decir, que el (k + 1)-
ésimo niimero impar debe estar dado por

upa = 2(k + 1) — 1 6, en forma equivalente, uz,y = 2k + 1.

Para obtener el (k + 1)-ésimo nfimero impar, sélo tiene que su-
marse 2 al k-ésimo nimero impar; asi, ua = ux + 2. Por hipétesis,
ux = 2k — 1. En consecuencia,

upa = (2k—1) +2=2k+ 1.
Resultado. u, = 2r — 1.

ProsrEMA 2. Calcular la suma de los primeros n nimeros impares,
Sorucién. Denotemos la suma requerida por S, Asi,

Sa=1+345+ -+ (2n —1).

Los problemas de este tipo se pueden resolver usando una férmu-
la probada. Pero nos interesa resolver el problema sin recurrir a
tal férmula y aplicando el método de la induccién matematica.
Para hacerlo, es necesario establecer primerc una hip6tesis, es decir,
tratar simplemente de adivinar la solucién.

Asignemos a n los valores sucesives 1, 2, 3, ... hasta contar con
informacién suficiente para formular una hipétesis plausible. A
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continuacién, debe probarse esta hipétesis con el método de la in-
duccién matematica, Se encuentra que

S1=1, §2=4, §;=09, § =16, S5 =125, 5 = 36.

Ahora todo depende del poder de observacién del estudiante —de
su habilidad para conjeturar una relacién general a partir de los
resultados particulares. En los casos anteriores, se nota inmediata-
mént_e ‘que -
. Si=12 §;=2%, 8§ =13, S =4

Entonces es justo suponer que, en general,

Sn = n?,

Probemos esta hipétesis.

Condicién 1. Para n =1 la suma consiste de un solo término,
a saber, el nimero 1. Para n =1, el valor de la expresién n?
también es 1. De aqui que la hipétesis se cumple para n = 1.

Condicién 2, Supbngase que la hipotesis se cumple para n = k
o sea que S = k% Probemos que, con esta suposicién, la hipétesis
también debe cumplirse para n = k + 1, es decir, que

Sher = (& + 1)%

En efecto, si en el problema 1, w3, = 2k + 1,
entonces:

Spa = S + (2k + 1).
Pero 8 = k2, y de aqui que
Sga=k+ (2k+1) = (k+1)2

Resultado. S, = n®.

ProprEmMa 3. Hallar el término general de la sucesién de nimeros
u, 51 ©; = 1 y, si para todo nimerc natural ¥ > 1, se cumple ia
relacién up = up-, + 3.

Sugerencia. u; =31 -2; u,=3-2-2,

ProBLEMA 4. Hallar la suma.

il
Sa=1+2+22 425+ .-+ 4 2%
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Sugerencia. 1) S1=2—1; S:=22—1; 6 2) considérese
28, — Sh.

ProsLEma 5. Probar que la suma S, de los n primeros nimeros

naturales es
nin + 1)
5 \

SorucioN. Este problema difiere de los precedentes en que no
es necesaric buscar una hipétesis; la hipétesis se da. Simplemente
debe probarse que es correcta.

Se=14+2+3+4+ - +n

Condicion 1. La hipdtesis se cumple para n = 1.

Condicidn 2. Suponiendo que
k(k + 1
Sk=1+2+ s +k='(—2———)',

demostremos que
(k1) (5 +2),

Shl 2

En efecto,

(k+1)(k+2)

Sepn=8&+ (k+1) = 5

+(k+1) =

Kk + 1)
2

Esto completa la demostracién.

ProBLEMA 6. Probar que la suma de los cuadrados de los n pri-
n(n+1)(2n + 1)
5 .

meros nimeros naturales es
ProBLEMA 7. Probar que
n(n +1)

Sa= =PI 4 e (Z1)Pt = (m )

SoLucidn. Condicién 1. Es obvio que la hipétesis se cumple
para n = 1, puesto que {—1)° = 1.
Condicion 2. Suponiendo que

k(k —1)

Sp= 1= 23k (SRR = ()
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probemes que

Sew =1 — 20430 — oo (—1)k2 4 (—1)M(k + 1)°
L (E+ 1) (k +2)

- (-1) -

En efecto,
Sper =S + (—1)%(k +1)2

= (—1)*71"—(——";' D4 (—xk + 1)

' k B+ 2y
= ('—_l)*[(k+ 1) _g](k + 1) = (-1)k_(__t__1_l§£_t_2.

ProeLEMA 8. Probar que

12432452+ - + (20— 1)

_ n(2n — 1) (2n + 1)
. 3 f

ProBLEMA 9. Probar que la suma de los cubos de los n primeros

(n + 1)]*'

n
niimeros naturales es [ 2

ProBrEMA 10. Probar que

xtl — 1

l4x+x2+ - +x"= (x£1).
x—1

ProBLEMA 11. Probar que
n(n+ 1) (n + 2)

12 +23+34+ ... +n(n+1) = 5

ProBrLEMA 12. Probar que

1:2:3 +2:34 + 3454 ... +n(n+1)(n+2)

_ n{n+ 1)(n+2)(n +3)
= ry -

ProBLEMA 13. Probar que

+ 1 o on
@2n—=1)2rn+1) 2n+1
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ProBLEMA 14. Probar que si

N 2

1 2 ‘ n? _n(n+ 1) . Uy = -8 Uy = a—f

‘L (£ 8),
— e+ = .
1-3 T35 2n—-1)(2n+1) 22n+1) - :

y si para todo ntimero natural k > 2, se cumple la siguiente relacién:

ProBLEMA 15. Probar que
gy = {@ + B) gy = afuy..

1 1 1 1 n
ettt T Bn—2)3n+1) 3n+1 ProsLEMaA 20. El producto 1-2:3- ... .n se designa mediante el
simbolo n! (léase “factorial de n”). Nétese que 1! =1, 2! =2,
ProBLEMA 16. Probar que 3! =6, 4! = 24, 5! = 120. Hallar una expresién para la suma
1. 1 1 BRI § n Sp =111 4220 4+ 3.3 + ... + nen!
— Foree ” = n : . . :
1-5 5-9+9-13 (4n—=3)(4n+1) 4n'+1

SoLuci6N. §; =1:11 =1,
ProBrEMA 17. Probar que

Sy = 111 + 2-20 = 5,

R SR r Ss=1-11+ 2-2! + 3-31 = 23,
ala+1)  (a+1)(a+2) (a+n—1)(a+n) Sy=1-11 4 2-2! + 3-31 + 4-4! = 119
: ..on
a(a + n) Examinando estas sumas, se observa que
ProsrLEMA 18. Probar que para todos los enteros no negativos n (es S;=21—1, 8§ =38—-1, S =4 -1, S, =5 —1.
decir, para n > 0)
va =2"+ 1, Esto conduce a la hipdtesis
dado que (i) »o =2, v, = 3 y (ii) para todo nimero natural k, se Sp={(n+1)! =1,

cumple la relacién vy = 3vg — 204,

Sorvcién. De lo que se da, resulta evidente que la proposicién
se cumple para n = 0 y para 2 = 1. (Con respecto a ello, ver la
segunda observacién de la seccién 4 en el capitulo 1.) Supéngase que

Verifiquemos esta hipétesis.
Condicién 1. La hipétesis se cumple para n = 1, ya que

Si=111=21~1
va =21+ 15 oy =241,

= Condicién 2. Suponiendo que
Entonces se concluye que

' | Sp=1-1142:20 4 .. + kKl = (k+ 1)1 — 1,
vier = 3(2% + 1) — 2(2%1 + 1) = 2k1 4 1, * 2 (k+1)

d t
ProBLEMA 19. Probar que €mostremos que

o™ — g S = 110+ 2:20 + oo + kRl 4+ (k+ 1) (k+1)!
WS T TR = (k+2)!—1.
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En efecto,

S = S+ (k + 1) (k + 1)1
=[(k+ 1! = 1]+ (k + 1)+ (k + 1)!
=(k+ 1)1+ (k+1)]—1
=(k+1)UE+2) ~1=(k+2)! - L

ProsLEMA 21. Probar que para todos los enteros no neganvos n, se
cumple la siguiente identidad:

1 2 L4 . 8 N
T+x 1+2 1+ 1+ 1+ 2™
1' onil

= + (x5 1, x5 —1),

x=1 1=
(En relacién con este problema, ver la segunda observacién de la

seccién 4 en el capitulo 1.)

ProBLEMA 22. Dados los nimeros a y 8, con aFtfyat f#]1,
sean

at+fB=m af =aq, Az=m'-—'a“‘,"
m—1
. a . 7 os
A3=m————-———-—-, A, =m— . @ , etc,
a a
m— m o ———
m-—1 ‘ a v
m —
m-—1
esto es, para todo k > 1,
a s mpyerre, e
Ak+1=m—'];. SR
Probar que
_ (am:l ._ﬁm-l) — (an — Bn) 1
e ) @

SoLucion. Condicién 1. Primero, demostremos que la férmula
(1) se cumple para n = 2. Por hipétesis,

-m - — (a ____ 9B
A:=m —— (a + B) @+ 8 =1

a2+ﬂ“+aﬁ-—a—ﬁ
at f—1
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De acuerdo con la férmula (1),
(«* ~ ) = (o = )
(a® = 8) ~ (a — B)
Se observa que @ — B es un factor tanto del numerador como del

denominador de la fraccién anterior; entonces se puede reducir la
fraccién para obtener

A2=

a+ P +aB—a—8

A’=
e+ pB—1

Condicién 2, Suponiendo que la férmula (1) se cumple para
n = k, probemos que también debe ser verdadera para # = k + 1.

Es decir, si
L (@ = ) — (- )
b @) @
entonces
I Gl -0 Rk Gt 08
A - @ -
En efecto,
Ak+1'=m":£: 6 Ara=(a+p) —;‘—f.
Aplicando la igualdad (2), se cbtiene
af[(d* — B*) — (o1 — p*1)]
=(a+8) - .
B Y s @
ahz B'ﬂ) -— (¢k41 - ﬁku
- ) = (F - g%
Esto completa la demostracién.
ProsLEMA 23. Simplificar el polinomio
x  x(x—1) JXx = 1) - (x—n + 1)
SRS T T y :

(x—1(x—=2) - (x—m)

Respuesta. (—1)* . El lector debe

hacer Ia demostracién.
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ProBLEMA 24. Probar que cualquier nitmero entero de rublos mayor
que 7 puede pagarse con billetes de 3 rublos y 5 rublos, sin requerir
vuelto.

SoLucidN. La proposicién se cumple para 8 rublos, Supéngase
que la proposicién se cumple para algin nimero natural k > 8
de rublos.

Hay dos posibilidades: 1) Los & rublos se pueden pagar sblo con
billetes de 3 rublos 6 2) Entre los billetes, hay por lo menos uno de 5
rublos.

En el primer caso, el ntmero de billetes de 3 rublos no puede ser
menor que tres, para k > 8. De aqui que, para pagar k + 1 rublos, tres
billetes de 3 rublos pueden reemplazarse por dos billetes de 5 rublos.

En el segundo caso, un billete de 5 rublos puede remplazarse por
dos billetes de 3 rublos para pagar k + 1 rublos.

PropLEMA 25. Probar que la suma de los cubos de tres nimeros
naturales consecutives cualesquiera es divisible entre 9.

SorucidN. La suma 1% + 2% + 3% es divisible por 9. De aqui
que, la proposicion se cumple si el primero de los tres nimeros na-
turales consecutivos es 1.

Supéngase que la suma k* + (k + 1)® + (k + 2)® es divisible
entre 9, siendo % alglin niimero natural. Entonces, Ia suma

(k+ 1)+ (k+ 2)3 + (k + 3)°
= [k + (k+ 1)+ (k+ 2)% + 9(k* + 3k + 3)

es la suma de dos expresiones, cada una de las cuales es divisible por
9; de aqui que su suma también es divisible por 9.

ProBLEMA 26. Probar que para todo nimero entero no negativo n,
la suma

A, = 1172 + ]2
es divisible por 133.

ProBLEMA 27. De entre los 2n numeros 1, 2, ..., 2n selecciénense
al azar n + 1 nimeros. Probar que entre los nimeros seleccionados
existen por lo menos dos nimeros tales que uno de ellos es divisible
por el otro.

SoLucioN.! Supdngase que de entre los 2r ndmeros 1, 2, ..., 2n,
donde n 2> 2, se han encontrado n + 1 nlimeros tales que ninguno

1 Esta solucién fue propuesta por un estudiante en el Instituto Pedago-
gico Herzen, de Leningrado.
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de ellos es divisible por cualquier otro. Denotemos este conjunto de
n + 1 nimeros por M,,;. Probemos que, en este caso, seria posible
seleccionar de entre los 2n — 2 nidmeros 1,2,...,2r — 2, un con-
junto conteniendo n niimeros tales que ninguno de los n niimeros sea
divisible por cualquier otro.

Hay cuatro posibilidades:

1. M, no contiene al niimero 2n — 1 ni al ndmeéro 2n.
2. My contiene a 2n —'1' pero no a 2n.°

3. M,,, contiene a 2n pero no a 2n — 1.

4. M., contiene tanto a 2n —~ 1 como a 2.

Caso I. Quitemos un nimero arbitraric del conjunto My, En-
tonces quedan n niimeros ninguno de los cuales es mayor que 2n — 2.
Ninguno de éstos es divisible por cualquier otro.

Caso 2. Quitemos el nimero 2z — 1 del conjunto M,,;. Nueva-
mente entre los 2 nlmeros restantes, ningunec es mayor que 2n — 2 y
ninguno de ellos es divisible por otro cualquiera.

Caso 3. Quitemos el nimero 2n del conjunto M, ; el resultado
es el mismo que el de los casos 1 y 2,

Caso 4. Antes que todo, se observa que el nimero n no puede
pertenecer al conjunto M,,;; en caso contrario, el conjunto My,
contendria a los dos niimeros n y 2n; y 2n es divisible entre n.

Ahora quitemos los dos numeros 2r — 1 v 2n del conjunto Mp,,.
Denotemos por M, al conjunto de los n ~ 1 nimero que quedan. A
continuacién se agrega el niimero # al conjunto M,,, obteniendo de
este modo un conjunto de n nimeros, ninguno de los cuales es mayor
que 2n — 2. Falta demostrar que de estos n niimeros, ninguno seria
divisible por cualquier otro.

Como el conjunto M,,; no contuvo dos nimeros de los cuales
unc fuera divisible por el otro, el conjunto M, , tampoco contiene
tales nimeros. Por lo tanto, sblo se debe demostrar que no puede
haber dos niimeros tales, aun cuando se agrega el namero n al con-
Junto M,_,.

Para hacerlo, basta demostrar 1) que ningin niimero en M,., es
divisible por n y 2) que n no es divisible por ntmero alguno en M,_,.

La primera proposicién se deduce del hecho de que de los nimeros
en M, ,, ninguno es mayor que 2n — 2. La segunda se deduce del
hecho de que 2n no es divisible por nimero alguno en M,;. Asi se
ha demostrado que si la proposicién es falsa para los 2n ndmeros
1,2, ...,2n, también debe ser fals» nara los 2(n — 1) ntumeros 1,
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2, ...,2n — 2,-De aqui que, si la proposicién es verdadera para los
2(n — 1) nameros 1,2,...,2n — 2, también debe ser verdadera
para los 2r numeros 1,2, ...,2n.

La proposicién es verdadera para los dos niimeres 1 y 2; de aqui
que es verdadera para todos los conjuntos de 27 numeros 1,2, .. ., 2a,
donde n es un niimero natural.

Qbservacion. El problema tiene la siguiente solucién sencilla en
la que no se aplica el método de la induccién matemética. Seleccié-
nense 7 + 1 nGmeros cualesquiera del conjunto de 2n nfuneros 1,
2,...,2n, y designese este conjunto por My,,. Dividase cada uno
de los niimeros pares en M,,; por una potencia de 2, de modo que
el cociente serd un nimero impar. De estos cocientes y los nimeros
impares en M,,,, formemos el conjunto M,... M,., contiene n + 1
niimeros impares, cada uno menor que 2n. Como sélo existen n ni-
meros impares positivos menores que 2n, entonces, al menos dos de
los cocientes en el conjunto M,,, deben ser el mismo nimero; deno-
temos este nimero por k. Por tanto, en el conjunto M,,; debe haber
por lo menos dos niimeros de la forma 2k y 2°k. Es cbvio que uno
de estos dos niimeros ser4 divisible por el otro.

ProBLEMA 28. Probar que n rectas diferentes que se encuentran en
un plano y pasan por un punto comin, dividen el plano en 2n partes.

ProBLEMA 29. Probar que n rectas que se encuentran en un plano
dividen el plano en regiones que pueden colorearse blanco y negro, en
tal forma que dos regiones vecinas cualesquiera (o sea, regiones cuya
frontera es un segmento rectilineo comin) tienen colores diferentes,
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ProeLEMA 30, Probar que n planos que pasan por un punto comiin,
sin que tres cualesquiera de eflos se intersequen en la misma recta,
dividen al espacio en A, = n(n — 1) + 2 partes.

SoLucién. 1) Un plano divide al espacio en dos partes, y 4, = 2,
De aqui que la proposicién se cumple para n = 1.

2) Supdngase que la proposicién se cumple para n = k, es decir,
que & planos dividen al espacio en k(k — 1) + 2 partes. Probemos
que entonces & + 1 planos deben dividir al espacio en k(k + 1) + 2
partes,

Sea P el (k + 1)-é&simo plano. P se interseca con cada uno de los
otros planos en una recta y todas estas k rectas se intersecan en el
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punto que es comiin a todos los planos. Aplicando el resultado del
problema 28, .se ve que el plano P queda dividido en 2k partes, cada
una de las cuales esti encerrada por un dngulo plano con su vértice
en el punto coman de interseccién. Los primeros & planos dividen
el espacio en varios 4ngulos poliedros. El plano P divide algunos de
estos angulos poliedres en 2 partes. La cara comGn a esas dos partes
es aquella porcién del plano que estd limitada por las dos semirrectas
a lo largo de las cuales P se interseca con las caras del 4ngulo poliedro
dado, es decir, uno de los 2k 4ngulos planos en los cuales se divide
el plano P. Este significa que el nimero de 4ngulos poliedros cortados
en dos partes por el plano P no puede exceder a 2k.

Por otra parte, cada una de las dos partes, en las cuales se divide
el plano P como resultado de su interseccién con el primer plano,
divide asi el 4ngulo poliedro formado por los primeros k planos en
dos partes. Esto significa que el niimero de 4ngulos poliedros cortados
en dos por el plano P no puede ser menor que 2k.

Entonces, el plano P divide en 2 partes exactamente a 2k de los
angulos poliedros formados por los primeros k& planos. En consecuen-
cia, si k planos dividen el espacio en k(k — 1) + 2 partes, entonces
k + 1 planos dividen el espacio en

ik —1) + 2]+ 2%k = k(k+1) +2

partes. De donde se ha probado la proposicién.

ProeLEMA 31. Probar la identidad
sen 2™ o

cos a cos 2acosda ++ ¢ cos 2% = —_—
271 sen o

Sorucién. 1) La férmula se cumple para n = 0, ya que

sen2 a

2sena

cosax =

2) Supéngase que la férmula se cumple para n = k; es decir,

que
sen 251 o

ko
cosacos e+ cos 2 = oo — |
21 sen o

Entonces debe demostrarse que la férmula también se cumple para
n =k + 1. En efecto,
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cos & cos 2a * * + cos 2¥a cos 2% 1q
sen 2%y cos 2y sen 2¥2g

== _
2k sen o 2842 gon o

ProBLEMaA 32. Dado que 4; = cos 8, A; = cos26 y que, para todo
namero natural k > 2,

A;; = 2Ab.1 cos @ — Ak-g;
probar que
A, = cosnd.

SoLucion. 1) La férmula se cumple para n =1 y n = 2.
2) Supdngase que

Az = cos (k — 2)8, Ap, = cos (k — 1)8.
Entonces

Az = 2cosf cos (k—1)0 ~cos (k —2)0 = coskf.?

ProBLEMA 33. Probar que

n+1
sen x
2 nx
senx +sen2x + -+ + sennx=——-—-sen?.
X
Sen —

SoLucién. 1) La férmula se cumple para n = 1.
2) Supéngase que

k+1
sen x
senx+sen2x+°“+senkx=-—zsen’-‘§-.
sen—2-
Entonces senx +sen2x + <+« + senkx + sen (kK + 1)x
k+1
sen x4,
- sen—+ k+1
senx sen2 sen ( )x
2

1 Aqui se aplica la identidad 2 cos « cos 8 = cos (@ + B) + cos
(¢ — 8), haciendo a = (k— 1)8 y B =05.
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k+1
T ke, kL kD
—-—S;;T——sen? n > X 2
2
k+2
NS
= sen ——— x,
x 2
sen -
k+1 x k+2 kx
Puesto que 2 cos X sen — = sen x — sen—.
2 2 2
ProBLEMA 34. Probar que
2n 4+ 1
) sen ——x
§+cosx+c052x+---+cos'nx= p
2sen§

ProBLEMA 35. Probar que

senx + 2sen2x + 3sen3x + -+ + nsennx
_(n+ 1) sennx — nsen (n+ 1)x

x
4 sen? —
sen® 5

ProBLEMA 36. Probar que

cosx +2cos2x + -+ + ncosnx
_(n+1)cosnx—ncos(n+1)x—1

x
4 sen? —

ProBLEMA 37. Probar que

1 x 1 X 1 x

— — 4+ — — 4+ e + —tan—

2ta112+22 tan D o an2"
1 cot ¥ — cotx (x5~ mm)
2n 2»

ProBLEMA 38. Probar que

arccot3 + arccoth + -+ + arccot (2rn + 1)

n+1
— narc tan 1.

3
= arctan 2 +arctan—2+ -+« arctan
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ProBLEMA 39. Probar que

1+ = 2"((:05”—4; + isen?).
SoLvcion. 1) La igualdad se cumple para n = 1, puesto que

1
1+i=2" (cos%r + isen%).

2) Supéngase que
WP U

Entonces

L 1
(1 + i)k =22 (cos%t + z'senkf:) . 0F (cosg + isen;)

ki1 +
=97 (cosﬁ__llf.;_ iSEHM)_
4 4
ProrLEMA 40. Probar que
(V3 —iyn=2n (cos%—r — isen %Z)

ProBLEMA 41. Probar el teorema siguiente: Si la aplicacién de um
namero finito de operaciones racionales (es decir, adicién, substrac-
cién, multiplicacién y divisién) a los niimeros complejos x,, %2, . . . ,%n
conduce al niimero u, entonces la aplicacién de las mismas ope-
raciones en el mismo orden de sucesién a los complejos conjugados
X1, X2, ... , En conduce al namero %, que es el conjugado de u.

SoLuciéN. Primero demostremos que el teorema se cumple para
cada una de las cuatro operaciones aplicadas simplemente a los dos
nimeros complejos. Sean

x,=a+ bi, x,=c¢+ di
Entonces xitx=(a+c)+ (b+d)i=u
TtF=(a—bi)+ (c—di)=(a+c)— (b+di=1u

El teorema puede verificarse exactamente en la misma forma para
la substraccién, multiplicacién y divisién.
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Ahora, sea dada una expresién racional que contiene a los ni-
meros complejos x;, X3 ... ,%,. Como es bien sabido, para simpli-
ficar una expresién de este tipo basta aplicar sucesivamente las
cuatro operaciones racionales sobre dos complejos, y efectuar dichas
operaciones en determinado orden.

Por ejemplo, sea

x1%z + X3xy

Uu=s —M—,
X, X2 — X3

Para calcular u, se pueden llevar a cabo las operaciones siguientes
en el orden indicado:

l) X1¥2 = U, 4) Us = Xz = Uy,
2) xpxy = U, - 5) urt U= ug,
"
3) xFoxe = u,, 6) —=u
Uy

Supéngase que el teorema se cumple para todas las expresiones
racionales cuya simplificacién requiere no mas de k aplicaciones de
las “operaciones”. Demostremos que, en este caso, el tecrema tam-
bién debe cumplirse para expresiones que requieren la aplicacién de
no mas de k + 1 aplicaciones de las “operaciones”. Si los niimeros
X1, X2, . .. %, s remplazan por sus complejos conjugados, los nume-
ros u; y u; se remplazan por sus complejos conjugados: u; y Uy, ¥
la (k + 1)-ésima “operacién” aplicada a %; y u; da el niimero u, el
complejo conjugado de u.

ProsLema 42. Probar que para todo nimero natural n,

(cos x + isen x)™ = cos nx + isen nx.

ProsLEMA 43. Probar que para todos los nimeros naturales n > 1

1 1 + +1>13
n+1 n+2 2n 7 24°

SoLucidN. Designemos por S, a la expresion del primer miembro
de la desigualdad.

1) 8§, = T = g, de modo que la desigualdad se cumple para
n=32
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13
2) Supdngase que Sy > 7% para algin nimero k. Probemos que

. 13
en este caso también debe tenerse S, > %" Se tiene

1 {
S=—+___+--- —
TR F1 k+2 R
1 1 1 1 1
Sk .

= — . —
E+2 k+3+ 2k 2k+1+2k+2‘

Restando Sy de Sk.:, se obtiene

1 1 1

Sper — Sy = -
e R T T T R TR

es decir,
1

TRk F DKk )

Sku - Sk

Para cualquier niimero natural k, la expresién del segundo miembro
de ]a dltima igualdad es positiva. De aqui que, Sy, > Si. Pero
13 N ., 13
S > ﬁ; de aqui que, también, Si,.; > T
ProBLEMA 44. Hallar el error en la siguiente “demostracién”.
ProposicionN. Para todo ndimero natural n se cumple la siguiente
desigualdad:
2% > 2n + 1.

Demostracion: Supbngase que la desigualdad se cumple para
algiin nimero natural r = k; esto es, supéngase que

%> 2k + 1. (1)

Probemos que esto también se cumple para n = &k + 1; es decir,
261 > 2(k+ 1) + 1. (2)
Para todo namero natural &, 2% no es menor que 2. Agreguemos 2%

al primer miembro de la desigualdad (1), y agreguemos 2 al segundo
miembro. Esto proporciona la desigualdad
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2% 4+ 9k > 2k + 1+ 2,
o bien
281 S 2(k 4+ 1) + L.

Esto prueba la desigualdad.

ProBLEMA 45. ¢Para cudles niimeros naturales se cumple la des-
ignaldad 2" > 2n + 1?

ProsLEMA 46. ¢ Para cudles nimeros naturales n se cumple la desigual-
dad 2® > n*?

SoLuctoN, o

La desigualdad se cumple para n = 1, ya que 2! > 12
La desigualdad no se cumple para n = 2, ya que 2* = 22
La desigualdad no se cumple para n =3, ya que 2° < 3%
La desigualdad no se cumple para n = 4, ya que 2* = 4%
La desigualdad se cumple para n =5, ya que 2° > 5%
La desigualdad se cumple para n = 6, ya que 2% > 6%

Apﬁrentémenie la desigualdad se cumple para n = 1 y para todo
n > 4. Probemos esto.
1) La desigualdad se cumple para n = 5.

2) Supéngase que para algin ndmero natural k > 4,

2% > k. (1)
Probemos que
v el (k + 1)? (2)

Se sabe que 2% > 2k + 1 para k > 4 (problema 45). De aqui que,
sumando 2% al primer miembro y 2k + 1 al segundo miembre de la

desigualdad (1) se obtiene la desigualdad (2).
Resultado. 2" > n® para n = 1 y para todo n > 4.

ProeLEMA 47. Probar que
(1 +a)*>1+ na,

donde @ > —1, a0, y n es un niimero natural mayor que 1.
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Sorucién. 1) La desigualdad se cumple para n = 2, puesto que
o > 0.

2) Supéngase que la desigualdad  cumple para algiin niimero
natural n = k; es decir,

(1+a)*>1+ ka (1

Probemos que aqui también se cumple la desigualdad para n =
k+ 1; es decir,

(l+a)*r>1+ (k+ Da. (2)

De acuerdo con la hipétesis original, 1 + « > 0; por tanto la multi-
plicacién de ambos miembros de la desigualdad (1) por 1 + & pro-
porciona la desigualdad valida

(1 + &) > (1+ ka)(1 + a), (3)
que puede escribirse en la forma
(I+a)*>1+ (k+ a+ ket

Eliminando el término positivo ka? del segundo miembro de la tiltima
desigualdad, se obtiene la desigualdad (2).

ProsLEMa 48. Probar que para todo nimero natural z > 1,

1 1 1 _
S L PR :
Vi V2 \/n>\/n

ProBLEMA 49. Probar que para todo nimero natural n > I,

4 (o)
a1l > (al)?’

ProBLEMA 50. Probar que
2 gh + %) > (a4 b)™, 1

donde @ + b > 0, as= b y 7 es un niimero natural mayor que 1.
SoLuciON. 1) Para n = 2, la desigualdad (1) toma la forma

2(a® + b%) > (a + b)2. (2)
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Como a %= b, se tiene la desigualdad
(a—b)2>0. (3)

Sumando (@ + b)? a cada miembro de la desigualdad (3) se obtiene
la desigualdad (2). Esto prueba que la desigualdad (1} se cumple
para n = 2.

2) Supéngase que la desigualdad (1) se cumple para algin nj-
mero natural n = k; esto es,

Mgk + B > (a + bR (4)

Probemos entonces que la desigualdad (1) debe cumplirse para n =
k + 1; es decir,
2k (gkt 4 bF) > (a + b)Y, {5)

Multipliquemos ambos miembros de la desigualdad (4) por a + b.
Puesto que por la hipétesis original, a 4+ & > 0, se obtiene la des-
igualdad siguiente:

2%1(a* + b*) (a + b) > (a + b)¥. (6)
Para probar la desigualdad (5) es suficiente demostrar que

k(g1 + Br) > 0%1(gh 4 b*) (g + b), )

lo cual es equivalente a

a1+ B > g*b + abb. (8)

La desigualdad (8) puede escribirse en la forma
(a* = b*)(a - b) > 0. (%)

Supéngase que a > b. Entonces, de la hipbtesis de que ¢ > 0, se
concluye que ¢ > |b|; por lo tanto, a* > b*. De donde el primer
miembro de la desigualdad (9) es el producto de des niimeros posi-
tivos. Si a < b, entonces, por un razonamiento semejante, se ve que
a* < b¥. En este caso, el primer miembro de la desigualdad (9) es el
producto de dos niimeros negativos. En todo caso, se cumple la des-
igualdad (9).
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Esto prueba que si la desigualdad (1) se cumple para n =k,
también debe cumplirse para n = k + 1.

ProBLEMA 51. Probar que para todo x >0 y para todo niimero
natural n, se cumple la desigualdad siguiente:

1 1 1
P L e I A (1)

xﬂri xn—z xn

SoLvcton. la) Para n = 1, la desigualdad (1) toma la forma
1

x+-2>2 (2)
x

La desigualdad (2) se deduce de la desigualdad obvia
(x —1)22>0.

15) Para n = 2, la desigualdad (1) toma la forma

1
21+ —>3 (3)

X3

Como la desigualdad {2) se cumple para tedo x > 0, también se
cumple si se remplaza x por x?% es decir,

e+ Llso

x?

Sumando 1 a ambos miembros de la Gltima desigualdad, se obtiene
la desigualdad (3).

2) Supdngase que se cumple la desigualdad (1) para algin na-
mero natural n = k; es decir,

1 1
Hh A —— )
+ i PRl (4)

Demostremos gue, entonces, también debe cumplirse la desigualdad
{1) para n = k + 2; es decir,

1

xk+z -+ Z e —_— _— —_
+ o + ot St om

>k+3. (5
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Remplazando x por x** en la desigualdad (2), se obtiene
X2+ ! >2 (6
PR ;

Sumando término a término las desigualdades (4) y (6), se obtiene
la desigualdad (5).

Hagamos un resumen de los resultados. En 1a) y 15) se probd
que la desigualdad (1) se cumple para n = 1 y n = 2. En 2) se pro-
b6 que la validez de la desigualdad (1) para n = k + 2 se deduce de
su validez para n = k. En otras palabras, 2) nos permite pasar
de n = k hacia n = k + 2. Los resultados de la) y 2) permiten ase-
verar que la desigualdad (1) se cumple para todos los valores im pares
de n. De modo semejante, los resultados de 15) y 2) permiten asegurar
que la desigualdad se cumple para todos los valores pares de n. De
donde puede afirmarse que la desigualdad (1) se cumple para todos
los nimeros naturales z.

ProsLEMA 32. Probar el teorema siguiente: La media geométrica
de un niimero finito de niimeros positivos ne es mayor que su media
aritmética; es decir, para cualesquiera nameros positivos a;, a, . . ., @s,

" ata+ - ta,
Varag - ag < —nr . (1}

n

SorucidéN. 1) Para n = 2, la desigualdad (1) toma la forma

\/‘—aazs“‘;"’. 2)

Para nimeros arbitrarios ¢, y a., se cumple la desigualdad siguicnte:

(Var— Va:)? 2 0.

De esta desigualdad es facil obtener la desigualdad (2}.

La desigualdad (2) tiene una interpretacién geométrica sencilla,
Sobre una recta dada, seleccionemos un punte 4 y determinemos los
segmentos AC y CB que tengan las longitudes 4, y a, respectiva-
mente. Ahora construyamos un circulo que tenga el segmento recti-
lineo AB como didmetro. Asi, la longitud de un radio del circulo
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, 2+ ar
CIa

. En el punto C, levantemos una perpendicular al seg-

mento rectilineo AB y sea D el punto en el cual esta perpendicular
D interseca con la circunferencia. Entonces la longitud del segmento
CD es Vo,

22} Supdngase que la desigualdad (1) se cumple para # = & y
pruébese que entonces también se cumple para n = 2.

Vote  au=NVatuta v 0y - V tgadis - - - dar
K P DV ;
<\/¢;¢_z=--,‘an+ YV aktie - - - Gy
- 2

Sttt ta aatoumt - tan
< & k
2
= & F ap. i gy PR -
2k ’

Puesto que la desigualdad (1) se ha verificado para n = 2, se puede
afirmar que también se cumple para n = 4, 8, 16 etcétera; es decir,
para todo = = 2°, donde 5 es un nimero natural. .

2b) Para probar que la desigualdad (1) se cumple para todes
los niimeros naturales n, demostremos que de su validez para # = &
se deduce su validez para n = & — 1. Sean @, a,, ..., ay nlmeros
positivos arbitrarios y A otro nimero positive hasta ahora indeter-
minadeo, Entonces,

————————— 1t &t .-t aa+ A
kalag--- ﬂh-l\-sl az ; %1

Seleccidnese A en tal forma que

a1+¢.l,g+---+.u;,_1+)t_¢z1-~l-a.,+...+.g,.,_1
k k-1 ’

es decir, péngase »
_a1+a4+---+i:;,.,

A k-1

Entonces se obtiene

dﬂzﬁz"-ak-a(a:*ﬂé"' v Foag) <hz+¢z+--- + ax,
=1 =TRSO ’
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ag+ﬂ'+-to+db-1
N dt - aa < Py .

Ahora sea m un ntmero natural arbitrario. Si m = 2* para algin
niimero natural s, entonces, de acuerdo con 2a), la desigualdad (1)
se cumple. Por otra parte, si m 542", se puede hallar un nimero
natural s tal que m < 2% Entonces, en virtud de 24} y 2k}, se puede
aseverar que la desigualdad también se cumple para n = m. {Esta
brillante demostracién fue dada por el matemitico francés A. Cauchy,
1789-1857.)

[s] bien




Demostraciones de algunos

teoremas del algebra

8. POLINOMIOS Y PROGRESIONES

Teorema 1. El cuadrado de un polinomio es igual a la suma de
los cuadrados de todos sus términos, mds la suma de todos los posi-
bles dobles productos de parejas de términos diferentes; o, simbdli-
camente,

(e +a+ - +a,)®
_____a12+a22+ e s +a“2
+ 2(a1a; + ayas + -+ + Gn1dn). {1)
Demostracion. Para n = 2, la férmula (1) puede probarse por

multiplicacién directa.

Supéngase que la férmula (1) se cumple para n = k — 1, es decir,
(a1+ ag+ et ‘+‘ak-1)z =a13+ ﬂ-zz + e +ak_12+ QS,
donde & es la suma de todos los productos posibles de dos cualesquiera

de los nmeros ay, ag, . . ., ax-1. Probemos que
(s + az + -+ + aga + &)*
= 311 + agz + e+ a;;..;z + akz + 231,
donde S, es la suma de todos los productos posibles de dos de los
NUINEToS ay, dg; - - -, Gk-1, G, €S decir,
S1=S+ (a1+dg+ b +ak-1)a]¢.
En efecto,

(@y+ =+ + agr Fa)? ={(ar + -+ + ap1) + a&f
=(@m+  taa):+2at ot a)a t+ e’
=al+ ot g+ 25 +2(at ot Ga)a o’
=a®+ a*+ - + af + 25,

47



48 DEMOSTRACIONES DE TEOREMAS DE ALGEBRA

’TEOREMA 2. El n-ésimo término a, de una progresién aritmética
estd dado por

a=a+dn-—1), (1)

donde a, ¢s el primer término y d la diferencia comdin.
Demostracidn. La férmula (1) se cumple para n = 1.
Supéngase que la férmula (1) se cumple para algin n = £, es decir,

a=a, +dk—1).
Entonces

gpa=atd=a+dk—-1)+d=a, + dk;

esto es, la férmula (1) también se cumple para n = k + 1.
TEOREMA 3. El n-ésimo término a, de una progresién geométrica
estd dado por '

an = a1q™?, (1)

donde a, es el primer término v q es la razén comiin.
Demostracién. La férmula (1) se cumple para n = 1.
Supéngase que a; = a,g*1.

Entonces

A = axq = a g~

9. PERMUTACIONES, COMBINACIONES Y EL
TEOREMA DEL BINOMIO

TEOREMA 4. El nimero Py, de permutaciones de m elementos estd

dado por
Py = m!. (1)

Demostracion. Primero, nétese que P, = 1, de manera que la
férmula (1) se cumple para m = 1.
Supéngase que Py = k!. Probemos que

Pea = (k+ 1)1,

De e ’

. ntre los £ + l'elementos dados @i, ay, ..., ax, ax.1, témense pre-
cxsame-nte los k& primeros elementos y considérense todas las per-
mutaciones posibles entre ellos. Por hipétesis, existen k! de esas
permutaciones. En cada una de estas permutaciones, introduzcamos el
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elemento dgy, colocindolo sucesivamente antes del primero, antes

del segundo, ..., antes del -ésimo y después del k-ésimo elemento.

En esta forma, unz sola permutacién de k elementos conduce a

k + 1 permutaciones de k + 1 elementos. Por lo tanto, en total se

tienen kl(k + 1) = (k + 1)! permutaciones de k + 1 elementos.
Falta poner en claro dos puntos:

1) ;Entre las (k + 1)! permutaciones existen dos cualesquiera
que sean la misma?

2) ¢Se han tomado en cuenta todas las permutaciones posibles?

1) Supéngase que entre las (k + 1)! permutaciones existen dos
que son la misma. Denotémoslas por p, y s Si en la permutacién
1, €l elemento ay,; se encuentra en el s-ésimo lugar desde la izquierda,
también debe encontrarse en el s-&simo lugar desde la izquierda de
la permutacién p,. Ahora quitemos el elemento ., tanto de p; como
de p,, obteniendo de este modo dospermutaciones idénticas p: ¥ Pe
de k elementos.

Por tanto, para obtener las permutaciones ¢y y p,, debe introdu-
cirse el elemento ap., en el mismo lugar en cada una de las permu-
taciones B, y Pz Pero 5, y §. son la misma permutacién; por lo tanto,
b1y p» son la misma permutacién, lo cual es contrario a la hipétesis.

2) Supéngase que existe una permutacién p de los k + 1 ele-
mentos que no se ha obtenido. Supéngase que el elemento a. se
encuentra en el s-ésimo lugar desde la izquierda en la permutacién p.
Después de eliminar ay., de #, se obtiene una permutacién P de los
primeros k elementos. Esto significa que para obtener la permutacion
p es suficiente introducir el elemento a.. en la permutacién p, en el
s-ésimo lugar desde la izquierda.

La permutacién p debe haber sido una de las k! permutaciones
de los elementos ay, @3, . . ., G, POTque se supuso que esta coleccion de
k! permutaciones inclufa todas las permutaciones posibles de esos k&
elementos. Es m4s, al construir las permutaciones de los & + 1 ele-
mentos se introdujo ax,, en el primero, el segundo, ... y el (k +1)-
ésimo lugares desde la izquierda, en cada una de estas k! permutacio-
nes. Por lo tanto, en particular, debe haberse introducido ax.; en el
s-ésimo lugar de la permutacién p.

Asi, las permutaciones son todas diferentes entre st y se han con-
siderado todas las permutaciones posibles de los k + 1 elementos. De
aqui que

Pra=(k+ 1)\
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TeoreMA 5. Dados m elementos, el nidmero de permutaciones
de n de esos elementos es

Ar =m(m — 1)+ (m = n + 1). (1)

Demostracién. Primero, nétese que la férmula (1) se cumple
para n = 1, puesto que 4 = m.
Supéngase que

AF=m(m—-1) - (m—-k+1),
donde k < m. Probemos que
AW =m(m—1) -+ (m — k).

Para obtener todas las permutaciones con k + 1 elementos tomados
de los m elementos dados, es suficiente agregar al final de cada
una de las permutaciones de k elementos, uno de los m — k elemen-
tos restantes, Puede verse facilmente que fodas las permutaciones de
orden k& + 1 que se obtienen en esta forma son diferentes de cualquier
otra, y que s¢ han considerado todas las permutaciones posibles de
la clase en cuestidn. De aqui que

ARt = Ax(m — k) = m(m — 1) -+ (m — k).

TreoreMA 6. Dado un conjunto de m elementos, el nimero de
conjuntos de n elementos (n < m) que pueden formarse de estos m
elementos (o, como se acostumbra decir, ¢l nimero de combina-
ciones de m objetos tomados n a la vez) es

mm—1(m—n+1)

e s g

Demostracién. Primero, nétese que Cl = m, de manera que la
férmula (1) se cumple para n = 1.
Supdngase que
mim— 1)+ (m—k+1)
JeQereeng '

Ct =
Probemos que

m{im—1)---(m—k+1)(m—k)
1¢2evevsk(k+1)

kel —
Cm
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Para obtener todos los conjuntos posibles con k + 1 elementos de
un conjunto de m elementos, escribanse todos los conjuntos con k
elementos de entre los m elementos y agréguese a cada uno de ellos,
como (k + 1)-ésimo elemento, uno de los m — k elementos restan-
tes. Es evidente que, en esta forma, se obtienen todos los conjuntos
con k + 1 elementos de entre los m elementos, y que cada uno de ellos
se obtiene k + 1 veces. De hecho, el conjunto que consiste de los ele-
mentos 4., @, *°°,ax, Gy Se obtiene, agregando el elemento a, al
conjuntos cuyos elementos son az, @s, * * *, 4x, @k, también puede ob-
tenerse el conjunto anterior, agregando el elemento ‘'a, al conjunto
cuyos elementos son ay, 4y, - -, Gk, dra, etcétera, y, finalmente, agre-
gando el elemento ag,; al conjunto cuyos elementos son a4, a2, " -, G.
De donde

o1 km—k= m{m—1)---(m — k)
G C"‘k+1 1e2e¢--ek(k+1)

TeoREMA 7. Para dos nimeros cualesquiera a y b y para todo
nimero natural n,

(a+B)*=a"+ Cla~b + -+ + Cra™*h* + » -
+ Crlab™ + b (1)
{teorema del binomio de Newton).
Demostracion. Para n =1 la férmula de a+b=a+ b; es
decir, la férmula (1) se cumple para n = 1.
Supdngase que
(@a+ b)F =a* + Cia*'b + Cia¥-2? + «-- + b,
Entonces
(6 + ) = (a + b)¥(a + b)
= (¢ + Cld*b + -+ + b*)(a + b)
=g 4+ (1+ Cl)a*b + (G + Ch)a* b + ...
+ (C;‘ + C;‘n)ak—lbul 4+ e 4 bkﬂ_

En vista de que C% + €% = C}'1, se obtiene

(@ + b)¥ = &t + C1 a*b + C2, d* b2 + ---
+ Cgktht 4 e PR



Soluciones a los ejercicios
del capitulo 2

Prosrema 3. Hipdtesis: Uy = In — 2.
1) La hipétesis se cumple para n = |,
2} Supébngase que u, =3 — 2.
Entonces M= +3=3%—-2+3=3k+1) -2

Proprema 4. Hip6tesis: Sp=2r—1,

1) La hipétesis se cumple para n = 1.

2) Supéngase que S = 28 — 1.
Entonces Sper = S + 26 = 201 ],

ProbrEMA 6. 1) La f6rmula sc cumple para n = 1.

k(k + 1)(2k + l).

2) Supdngase que 12+ 224 32+ -+ + k2= 5

Entonces 124 22 4 32 4 -+« + k2 4 (k4 1)2

Rk + 1}(2% + 1) (k+ 1)(k + 2)(2k + 3)
5 = 6 i

+ (k + 1)z

Prosrema 8. 1) La férmula se cumple para n = L.
2) Supéngase que 124 32 4 524 ... + (2k —1)°

k(2k — 1)(2k 4+ 1)
3 —.

Entonces 124 32 4 -+« + {2k = 1) 4 (2k + 1)2

K(2k — 1) (2 + 1) (k4 1)(2k + 1)(2k + 3)
= 3 3 '

+ (% +1)2=

53
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ProrremA 9. 1) La férmula se cumple para n = 1.

. Tkk+1)
'“‘[—T“T

2) Supéngase que 13 + 23 4

z 2
Eatonces 1s+23+---+k3+(k+1)3=___k(";"1)_+(k+1)=
_JE+1)(k+ 2)72
=|—
ProBLEMA 10. 1) La férmula se cumple para n = 1.
1
2) Supéngase que 1+x+x2+---+xk=i——l}-.
x—
E ol |
Entonces 1+x+x2+---+x"+x"+1=——l+x"‘l
X -
P |
x—1"

ProeLEMA 11. 1) La férmula se cumple para n = [.
2) Supébngase que 1-242:34+ .. - +k(k+1)=
Entonces 1-2+2-34+ - +k{k+ 1)+ (k+1)(k+2)
=——k(k+1;(k+2)+(k+1)(k+2)
k k+1
=(k+1)(k+2)(§+1)=( * )(k+32)”‘+3).

ProBrEma 12, 1) La férmula se cumple para n = 1.

2

2) Supbngase que

123+ 2344 +k(k+ 1)(k+2) = FHDE+2)(k+3)

4

Entonces
1-2-34+2-344---F+k(k+1)(k+2)+ (k+ 1)(k+2)(k+3)

="("+””‘:2)("+3) + (k- 1)k +2) (k + 3)
_ G Dk +2)(k+3)(k+ )

4

Prosrema 13. 1) La férmula se ¢cumple para n = 1.

2) Supédngase 1+ l+ + ! k
ve — 4 ——+ - - = A
Pongase que 3 T35 (k-1 (2k+ 1) 2k +1

Kk + 1) (k + 2)
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3.5 (2k — 1)(2k + 1)~ (2k + 1) (2k + 3)
_ k 4 1 _ k+1 .

2% +1 (2k+1)(2k+3) 2k+3.

1
Entonces —- -+
1-3

ProsrEmaA 14. 1) La férmula se cumple para n = 1.
12 2 k2 k(k + 1)
2) Supéngase que T+ ot o kD) 2% D)
12 2 ks (k+1)®
Entonces =+ 35+ @D r ) @Dk +3)
_ k(lc+1) (k+1)2 =(k+1)k(2k+3)+2(k+l)
202k + 1) (2k + 1) (2k + 3) 2(2k + 1) (2k + 3)
(k1) (24 5k+2)  (k41)(2k+1)(k+2)
T 22k + 1)(2k+3)  2(2k+ 1)(2k +3)
(k1) (k+2)
T2k +3)

ProBrEMaA 15. 1) La férmula se cumple para n = 1.

1 i 1 E
2) Supéngase quel_";+ﬁ+.-.+(3k—-2)(3];+1) =3k+|
Entonces-—l~—+._1_+...+ L + 1
1-4 4.7 (3k—2)(3k + 1) (3k + 1) (3k + 4)
k 1 k+1

= + ;
3k+1+(3k+1)(3k+4) 3k + 4

ProsrLEMA 16. 1) La férmula se cumple para n = 1.

11 1 k
T ¥ = .
2) Supéngase que + 5 9+ (4k — 3)(4k + 1) 4k +1
En Ly les : + 1
tonces T3t53 (4k —3)(4k+ 1)  (4k + 1) (4k +5)

= + = .
h+1 (4k+1)(4k+5) #+5

Proptema 17. 1) La férmula se cumple para n = L.
2) Supdngase gue
1 1 1 k
+ R = .
a(a+ 1) (a+1)(a+2) (at+k~1){a+ k) ala+k)
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Entonces
1 1 1
+ +--- 4+
ala -+ 1) {fa+1)(a+2) (a+k—=1){a+k)
4 1
(e+k){a+k+1)
k 1 k+1

Proerema 19. 1) La férmula se cumple para n =1 y para n = 2.

-1 . Qk-1 — K
2) Supongase que uy_, =d‘ 8  Ugeg =d‘ g :
a—f a—f3
Entonces u; = (a+ﬂ)ak—ﬁk—aﬁé-l—ﬂk-l=ak+1_‘8kﬂ .
a—f a—f «a—f

ProBLEMA 21. 1) Para n =0 la férmula toma la forma

1 1 2

1+x=x—1 1 — a2

Por tanto se ve que la formula se cumple en este caso.

2) Supéngase gue

1 +_2 + 4 4o q 2k _ 1 + 2k+1 -
l+x 1422 14 x* 142 x—1 1 — 2
2 4 oK ok+2
Entonces +x+1+x2+1+x‘+.”+1+x;‘—+l+xzk'1
1 2k+1 2k+1 1 k42

= + + = +

D S P ol QR L or x—1 1— 52"

{Ver la Segunda Observacién de la seccién 4 en el capitulo 1.)

ProBLEMA 23. Para n =1 se tiene

x x—1

1-— =~

1! 1

Para n = 2 se tiene

1-— =-

1! 2 1 2 2!

* He=1)__s—l sEol) (r-Di-2)

Para n = 3 se tiene

Tt B T eTRetEr]) seikED)
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x xx—1) x(x—1)(x—2)

SRETIR TR 3!

{(x —1)(x—2) x(x-—l)(x——2)___(x—l)(x—2)(x—3)
- 2 - 6 - 31
Esto sugiere la hipétesis de que

x x(x—1) “x(x-—l)---(x-n—i-‘l)

TR e .,z '

N (e R G}
nl

1) La hipétesis se cumple para n = 1.
2) Supdngase que

x  x{x-—1) wxr—1)- - (x—k+1)
T T e
- aplE D o
Entonces
x  x(x-1) x(x—=1)- - (x—k+1)
Lot =~ h m
ﬂx(x—- 1)-«-(x—k)
+(=1F (k+ 1)1
(x—1)(x—2)+-(x—k) 1a:(.\r—l)---(ar—k)
=(=1* K + =Dk (k + 1)!
— (=) (x=1){x—2)---(x—k) I: x l:l
k! k+1
(x—D(x—2)- - (x—k)(x—k—1)

= (=1 (k+ 1) '

ProBrEMA 26. 1) La férmula se cumple para n = 0. )
2) Supéngase que la férmula se cumple para n = k; es decir, que

Ay = 1102 1 19%k0

es divisible por 133. Entonces
Ap = 11%+3 4 12241341 = ]1R+8 [ D2k+3
= 11-11%2 + 144.122k+
= 11-11%2 4+ 133.122%+2 4 ]1.12%%01
= 11-(11%+2 - 122%k+1) 4 133.12%+
114, + 133-122k+1,
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Se ha demostrado que 4;,, es la suma de dos nimeros cada uno de los
cuales es divisible por 133; en consecuencia, A4;,; es divisible por 133.

ProbLEMa 28. La proposicidon es verdadera para €l caso donde n=1, ya
que una recta divide el plano en 2 partes.

Supéngase que & rectas diferentes que pasan por un punto dado dividen
al plano en 2k partes. Entonces, si se tiene una (k + 1)-ésima recta gue
también pasa por el punto dado, ésta dividird en dos a dos de las partes
originales. De aqui que el plano se dividiri en 2{k + 1) partes.

ProBrLEMA 29, 1} La recta AB divide al planc P en dos semiplanos, P, y
P,. Coloréese P, en blanco y P, en negro, para satisfacer los requisitos del
problema. Asi, se ve que la proposicién es verdadera para n = 1.

2) Supéngase que la proposicibn se cumple para n =k y supéngase
que se ha coloreado el plano P de acuerdo con los requisitos del problema.
Considérese que la (k 4 1)-&sima recta CD divide el plano en dos semi-
planos, @, v @, En todo , no alteremos el color: sin embargo, en Q,
remplacemos el blanco por el negro y el negro por el blanco.

Ahora sean O, y O, dos regiones vecinas cualesquiera de la figura des-
pués de que se trazd la recta C€D. Existen dos posibilidades para considerar:

a) Oy y O, se encuentran en lados opuestos de CD,
&) O, y O, se encuentran en el mismo lado de CD.

En el primer caso, O, y O, deben haber formado una sola regién antes
de que se trazara la recta CD y, por tanto, tenfan el mismo color. Después de
que se trazé CD, aquella que quedé en @, mantuvo su coloracién, mientras
que la que resulté en Q, ha cambiade su coloracién.

En el segundo caso, untes de que se trazara CD, O, y O, eran parte de
dos regiones vecinas diferentes cuya frontera comin era una de las & rectas
originales; en consecuencia, deben haber tenido colores diferentes. Si, des-
pués de haber trazado CD, ambas quedaron en @,, el color de cada una
no cambi6. Si, por otra parte, ambas quedaron en Q,, se cambié el color
de cada una. En cuzlquiera de los casos, O, y O, tienen colores diferentes.

ProsLEMA 34. 1) La férmula se cumple para n =1, ya que

2k +1
2

sen
1
2) Supéngase que §+ cosx +cos2x + - - - + coskx =

X

X
2 sen —
2
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Entonces

%+oosx+c052x+---+coskx+cos(k+l)x

2k+1 x
sen2k+lx sen x+ 2sen—cos (k+ 1)x
2 2
=———Fcos(k+ 1)z =
x x
2sen— 2 sen -
2 2
2k +1 2k + 3 2k+1 2k+3
sen X + { sen X — sen—— X sen X
2 ( 2 2 2
= = o
2senf- 2 sen —
2 2
ProBrLEMA 35. 1) La férmula se cumple para n =1, ya que
2sen x — sen 2x _2senx(1—cosx)
x - x
4 sen®— 4 sen? —
2
x x X
2senx}1l —cos2¢- 2senx |l — cos?— 4 sen?—
2? 2 2
= = = sen x.
x x
4 sen? — 4 sen®—
2 2

2) Supéngase que

(k+ 1) senkx — ksen (£ + 1)x
senx + 2sen2x + -+ - + ksenkx = .

x
4 sen® —
2

Entonces
senx + 2sen2x + +++ + ksenkx + (k4 1) sen (k + 1)»

=(k+1)sen],x—ksen(k+1)‘+(k+1)sen(k+l)x

x
4 sen? —
2

_ (k+ 1)sen kx — ksen (k + x4+ 2(k + 1) sen (k + 1)x(1 — cos x)

x
4 sen? —
2

{(k+2)sen(k+ )x+ (k+1) senkxﬁ2(ir+ 1) cosxsen (k + 1)x

x
4sen? 4 sen? -
2 2
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(k+2)sen (k + 1)x + (k + 1)senkx  (k + 1)[sen (k + 2)x + sen kx]

453]125 4‘8&!125
2 2

_ (E+2)sen (k4 D)x = (k+ 1) sen (k + 2)s

+

+scn2i
2

ProBLEMA 36. 1) La férmula se cumple para n = I, ya que

2cosx —cos2x — 1 _2cosx—2c052x

4-sen*f- 4-sen=i
2 2

_ cosx (1l ~ cosx)
x
:!,enz_
2

= COS X.
2) Supdngase que

cosx +2cos2x + - - - + kcoskx
(k+ 1) coskx —kcos (k+ 1)x ~ 1

x
4 sen? —
2
Entonces

cosx+ 2cos2x+ - - +kcoskx + (k+ 1) cos (k + 1)x
_(k+1)coskx —kcos (k+1)x—1

+ (k+1)cos (k+ 1)x

'4r3en$f
2

- (lr+l)c‘oskx—kcos(k+l)a—l+2(k+1)oos(k+l)x(l—eosx)

4 sen? f 4 sen? f
2 2

_ (k+2)cos(k+1)x+ {k+1) coskx__2(l:+ 1Ycosxcos(k + 1)x + 1

4seu’f- 4.,enzf
2 2

- (k+ 2)cos(k + 1)x + (k + 1)cos kx B (k + 1)[cos (k + 2)x + cos kx] + 1

'l-sen25 4sen!f
2 2

_ (k+2) cos (k+ 1)z — (k+1) cos (k + 2)x — 1

x
4 senz —
2
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Prosrema 37. 1) La férmula se cumple para n =1, ya que

x x
1 —tan®—- tan®-

1 x 1 = . 2 2 1 x
—Cot— — cot X = —cot ~ — - = = —tan--.
2 2 2 2 X x 2 2

2 tan - 2 tan—

2 2

2) Supéngase que

1 = 1 x 1 x 1 x

-itan§+-2?tan§;-+----,I-é:tang—l-z—h—co;ﬁ—cotx.

1 *x 1.
+ —tan — + ——ta

1 x
Entonces 5tan—+——tan-+--- ot n-zT:

2 22 22 2;:
1 x 1

=§cot§— cotx +§k:—l_-tan2k+1

X
cot2 -
1 2k+1 1
= oka x + PR cotx = kL cot k1
cot ksl 2++ cot k41

— cot x.

Prontema 38. 1) Como
2—-1 1
tan{arctan 2 — arctan 1} = ——=—,

1+2 3
se concluye que

arctan 2 — arctan 1l = arc tang = arc cot 3.

De aqui que la férmula se cumple para n = 1,
2) Primero probemos que

k+2
arc cot (2k + 3) = arc tank . arc tan 1.

k+2
Fv1 1

k+2 2k+3°
trrl

k+2
E+1

En efecto, tan (arc tan —arctan 1 ) =

De aqui que

— arc tan 1.

+
- k+2
= arc cot (2k + 3) = arc tan
2k +3 k+

Supéngase que la férmula se cumple para n = k; es decir

arc tan

arccot3 + arcecot5 + - -+ + arccot {2k + 1)

— karctan 1.

3
= arctan 2 + arctan§+ « ¥+ 4 arctan

61

(1}

(2)
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Entonces, probemos ahora que la férmula también se cumple paran = k + 1;
decir,
arccot3 + arccot5 + - - - + arccot (2k- + 3)

k+2
=arctan2+~--+arctanm—(k-l-‘l)arctanl. (3)

311:16\(1;(;0 término a término las igualdades (1) y (2) se obtiene la igual-
a .

Proprema 40. 1) La férmula se cumple para n = 1, ya que

V3i—i= 2(ms1—r—isenz).
6 6

k k
2) Supéngase que (V3 — {)k = 2% (cos—g— isen -g)
. k?r . k-n' ™ . ™
Eatonces (V3 — i) = 2% ( cos — — i sen — Q(cos——zsen—)
e 6 6 6 6
k-1 kE+1
= 2k I:cos ( +6 i - isen( +6 )T].

Prosrema 42. 1) La férmula se cumple para = =1
2) Supéngase que

(cosx + isen x)* = cos kx + isen kx.

Entonces (cosx + isen x)}*! = (cos kx + i sen kx) (cos x + i sen x)
=cos (k+ 1)x 4 fsen (k4 1)

ProBLEMA 44. El error esti precisamente en la tltima frase; “Esto prueba
la desigualdad”. De hecho, simplemente se ha demostrado que la des-
igualdad

>+ 1

se cumple para n = k + 1, si se cumple para n = k, donde k es un niimero
natural arbitrario.

Sin embargo, esto no prueba que la desigualdad se cumple para tan sélo
un valor de n, y muche menos para todos los valores de n, donde n es un
nimero natural. En pocas palabras, el error consiste en sélo probar la con-
dicién 2, y no considerar la condicién 1, o sea que no se ha proporcionado
la base para una demostracién inductiva,

ProBLEMA 45. Ficilmente se observa que 3 es el menor nGmero natural
para el cual se cumple la desigualdad 2% > 2n + 1.

Tomando en consideracién ¢l hecho de que la validez de la desigualdad
para n =k implica su validez para n = k + 1 (problema 44), se concluye
que la desigualdad se cumple para todo némero natural n > 3.
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ProsreMa 48. 1) La férmula se cumple para n =2, ya que

1
1+ —>V2
V2
2) Suponiend 1+1+ +1>\/Tc (4]
uponiendo que —— + —— 4 + -« § —
Vi V2 vk
probemos que
1+1+ +.l+ >VYk+1 (2)
vi. V3, Vi VEFT )
Para todo k> 0, la desigualdad
1
S VEFI-VE (3)
vk+1
se cumple. En efecto, la desigualdad (3) se obtiene a partir de la des-
igualdad )
+ ———k >1
Vs

multiplicando ambos miembros por V& + 1 — Vk. Sumando término a
término las desigualdades (1) y (3), se obtiene la desigualdad (2).

16
ProsrLEMA 49. 1) La desigualdad se cumple para n =2, ya que -§-<6.

2) Supéngase que
4% (2k)!
<
k+1 (kD)3
donde k > 2. Es fécil probar que para k >0
dlk+1)  (2k+1)(2k+2)

k+2 (k+1)2
De aqui que
P 4(k+1) _ (2K (2K 4+ 1)(2k+2)
E+1  k+2 (k) (k+ 1)
es decir,

$n (2% +2)!
k+2 - (k+1)B




