Funciones Inyectivas, Suprayectyivas, Biyectivas

Funciones Trigonomeétricas I

Definicién 1. Dado un circulo de radio 1 y un punto P sobre el circulo a un dngulo 6, definimos

y

A

1 s
sin §° = sins
0

0 L/ A
cos0° = coss

> X

cos § = Abcisa deP
sen @ = Ordenada deP

Si S es el mismo angulo medido en radianes y |S| es la longitud del arco AP entonces
cos S = Abcisa deP

sen S = Ordenada deP

La relacién entre angulos y radianes la podemos escribir en términos de las funciones

fa)=a (e ) ot =1 (%5

Ejemplo Tenemos que para un dngulo de 90° se tiene

2m(90) w180 «

F0) = =367 = 360 ~— 2

. 2 7T
Ejemplo Tenemos que para un angulo de 5

g(ﬂ') _ 360 (%) _360(m) _ 90

2 21 47
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Funciones Inyectivas, Suprayectyivas, Biyectivas

(1) Dado que § = 6 + 360 se tiene entonces que
cos(x + 360) = cos(z) y sen(x + 360) =sen(z), Vuz

sin §° = sins

> X

]
cos§° = cos's

consecuentemente cos @ y sen 6 son funciones periddicas
(2) Por definicion cos§ = Abcisa de Py como —1 < Abcisa de P <1 entonces
|cosf] <1
Por definicion sen § = Ordenada de Py como —1 < Ordenada de P < 1 entonces

[send] <1

(3) Se tiene que
cos(z 4 2m) = cos(x) y sen(x +2m) =sen(x), Vz

(4) Por definicion cos§ = Abcisa de P se tiene entonces
cos =0 & §==r

¥y

sin §° = sins

/

AbcisadeP=0& 0 =nm

Abcisade P =0 6 =nn
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(5) Por definicion sen = Ordenada de P se tiene entonces

senf =0 < Ozztg

OrdenadadeP =0 0 = +(n +%)7r

/

—

1 S

f sin 8° = sins

C | | |
cos8° = coss

OrdenadadeP =0 6 =t+(n+ %)71

> X

(6) Definimos

sen 6 1 1 cos
tanf = —— 0= 0= —— th =
at cosf’ ¢ cosf’ senf’ sen

(7) Si tenemos un circulo de radio ¢ entonces

N x24y?=c?
p
¢ a _— ¢ a
) ()
b - b
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por definicién

b
cosf=-y senf=2 = ccosf=b y csenf =a
c c

Ejemplo Vamos a calcular los valores de 45, en este caso se tiene

1
a=b=—=yc=1 = cos 45 =

1
, sen 45 = —, tan 45=1, cot 45 =1, sec 45 =2, csc 45 =2
V2 V2

Sl

Ejercicio Segun la figura

Para P = (z,y) se tiene que el angulo es 6 por
lo que

cos =z, y senf =y

Para el P = (y, x) se tiene que el &ngulo es g -6
por lo que

cos(gfe):y = cos(gf@:senﬂ

sen(%—@):x = Sen(g—é’)ZCOSG

Para P = (—y, z) se tiene que el angulo es T g
por lo que

cos (g+0> =—y = coS (g—ﬂ) = —senf

sen(g+9):x = Sen(g+0>:0050

Para P = (—x,y) se tiene que el angulo es m — 6
por lo que

cos(m—0)=—x = cos(m—0)=—cosb

sen(mr—60)=y = sen(mw —0) =senf
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\ Para P = (—x,—y) se tiene que el angulo es
7+ 6 por lo que

cos(m+60)=—x = cos(m+60)=—cosb

sen(m+6)=—y = sen(r+60)=—senf

Para P = (z, —y) se tiene que el angulo es 7 + 0
por lo que

cos(—0) =x = cos(—0) = cosf

sen(—0) = —y = sen(—0) = —send

de esto ultimo podemos decir que cos @ es una funcion par
de esto ultimo podemos decir que sen 8 es una funcién impar
Podemos encontrar ahora el valor de las siguientes funciones trigonométricas

_sen(—0)  senf
tan(—0) = cos(<0) ~ cost tan 6
cos(—0 cos
cot(=6) = sené—ﬂi ~ Tsenf ~cotf
T _Sen(%— )_cos@_
tan<2 0)_cos(g— ) senf oto
-9
Cot(z_e):cos(2 ) _sen9:tan9
2 sen (3 —6)  cosf
Z+40
tan(f_’_0>:sen(2+ ) _ cosf ot d
cos (3 +6) —senf
TP _
cot(7+0):008(2+ ) = sen0:7tan0
sen (g —|—0) cos
_sen(m—0)  senf
tan (m — 0) = cos(r—0) ~ —cosd tan @
_cos(m—0) —cosf
cot (m — ) = sen (m — ) sen 6 cot?
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Teorema Generalizado de Pitagoras

C Dado un tridngulo ABC trazamos la altura CD y
formamos dos tridngulo rectangulos
Para el tridngulo CDB se tiene
a?=(c—m) +h?®=c®—2em+m*+h?
b h a
Para el tridangulo ADC se tiene
V=m?’+h* = b*—m’=h°
m .
A om B por lo tanto
c D
a>=c 4+ —2em
Ley de Cosenos
B Dado un tridngulo ABC trazamos la altura BD
Segun el teorema generalizado de pitagoras
a? =b%+¢* — 20AD
¢ h a Por otro lado se tiene
AD
cosA=— = ccosA=AD
c
A C por lo tanto
b D

a®> =b% 4+ % — 2bc cos A
Procediendo analogamente se tiene
b = a® 4+ ¢ — 2ac cos B

2 =a?4b%>—2ab cosC
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y = cos? A—2 cos A cos B+sen? —2 sen A sen B+cos® B+sen® B

=2 — 2(cos Bcos A + sen Asen B)

P = (cos B, sin B) ;
Q = (cos 4, sin4) Ahora segin la ley de cosenos

x |PQ|?> =2 — 2cos(A — B)

por lo tanto
2 —2cos(A— B) =2—2(cos Bcos A+ sen Asen B)

simplificando
Segun la figura por la férmula de la distancia

|PQJ?* = (cos A — cos B)? + (sen A — sen B)? cos(A — B) = cos Bcos A + sen Asen B
Si en la férmula anterio sustituimos B por —B se tiene

cos(A + B) = cos(A — (—B)) = cos(—B) cos A + sen Asen(—B) = cos Bcos A — sen Asen B

™
Si en la formula anterior sustituimos B por B + 5

sen(A 4+ B) = sen A cos B + cos Asen B
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