Unidad 2 Teorema Fundamental del Calculo 2.1 La integral como funcion del limite superior

Integrando Derivadas

Definiciéon 1. Una funcion F es una antiderivada de una funcion f sobre un conjunto A si tanto F, f
estan definidos sobre A y
VaeAF (z)=f(2)

Teorema 1. Teorema fundamental del cilculo (Version 1).
Supongase que f es integrable sobre [a,b]. Si F' es una antiderivada de f sobre (a,b) es decir continua sobre
[a,b], entonces

b
| t=r®-F@

Demostracion. Sea P = {xg,x1, ..., T, } una particion de [a, b]. Entonces si aplicamos el teorema del valor
medio en cada subintervalo [x;_1, z;] entonces existe * € (x;_1, ;) tal que

= F(x;) — F(z;—1) = f(z")A;, para algun z* € (x;-1,2;)

por lo tanto
n

F(b) = Fa) =) [F(x:) = F(z;1)] = Z f(@")A; = R(f, P)

i=1

Por sumas de Riemann tenemos que
S(f.P) < R(f,P) <S(f,P)

tenemos entonces que

como f es integrable

O

Otra forma de decir lo anterior es que si integramos la derivada de una funcién, el resultado sera la
funcién original evaluada en los limites de integracion, es decir:

b
[ r=10-f@
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Unidad 2 Teorema Fundamental del Calculo 2.1 La integral como funcion del limite superior

Ejemplo Usando el teorema fundamental del calculo hallar

b
1

— d

/a T4a2 ™

Solucién Tenemos que hallar una F'(z) tal que F'(x) = T2 Dado que
x
(arct ), 1 1
arctan x = = =
~— sec? (arctan x) 1422
Si f(z)=tan x entonces f~!(z)=arctan z = (f_l)’:m

la ultima igualdad la justificamos asi:

1 1
sec2(arctan z) 14 a2

sec?(arctan x) = 1+ [tan(arctan z)]> =1+ 22 =

Proponemos entonces
F(z) = arctan «
1
22
Aplicando el teorema fundamental del calculo

de manera que F'(z) =

b

1

/ —— dx = F(b) — F(a) = arctan b — arctan a
o 1422

Ejemplo Usando el teorema fundamental del calculo hallar

b
/ sec ¥ dx
a

Solucién Tenemos que hallar una F(z) tal que F'(z) = sec x. Para ellos hacemos lo siguiente:

sec x + tan x

sec x + tan x sec? x +sec x tan x
sec * + tan x

sec Ir = sec x(

Dado que

9 sec? ¥ +sec x tan x
(sec” z +sec x tan ) = =sec x
sec r + tan x

1
sec x + tan x

(In(sec z + tan ) = (

Proponemos entonces
F(x) =In(sec z + tan x)

de manera que F'(z) = sec x
Aplicando el teorema fundamental del calculo

b
/ sec x dr = F(b) — F(a) =1In(sec b + tan b) —In(sec a + tan a)
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Unidad 2 Teorema Fundamental del Calculo 2.1 La integral como funcion del limite superior

Derivando Integrales I

Sea f : [a,b] — R integrable, con base en la funcion f, podemos construir una nueva funcién a través de
la siguiente regla de correspondencia
xr
F@ = [ 1
(03
xr

donde « es una constante fija en [a,b] y x cualquier valor de [a,b]. Para cada = € [a, b], / f determina

[e%
uno y sélo un valor, de esta forma F' : [a,b] — R es efectivamente una funcion a esta funcién se le llama
Integral como limite superior.
Sea f(x)=C con C > 0 entonces

Si tomamos x a la derecha de o obtenemos un rectangulo cuya base mide x — « y de altura mide C y por
tanto el area es (x-a)c=xc-xa.

Si x esté a la izquierda de « obtenemos exactamente la misma expresion solo que (x — «) es negativo.

De esta manera F(x) es una recta y como f; f = 0 tenemos una funcién F creciente. En la siguiente
figura se muestran algunos casos del comportamiento de F, dependiendo si f es creciente, decreciente,
discontinua, positiva o negativa

f con una discontinuidad removible
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Unidad 2 Teorema Fundamental del Calculo 2.1 La integral como funcién del limite superior

f ®
i
{ —
a
f con una discontinuidad esencial
f ®
4 —
a f a
< i / F
L
———_—f—>
4 -
a
/]

Es de esperarse que si f es continua en xg entonces F sea derivable en xg.
Veamos la relaciéon entre f y F
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Unidad 2 Teorema Fundamental del Calculo 2.1 La integral como funcion del limite superior

Si x esta suficientemente cercano a xg, la diferencia

F(x) = F(o)

F(2) = F(wo)  (z = x0)f(x0) es decir ————

~ f(zo)

(x=2xy) S (%)

F(x)=F (%)% f (%) (x=%,) =

En la grafica de F
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Unidad 2 Teorema Fundamental del Calculo 2.1 La integral como funcion del limite superior

F(x)~F (%)

L F'(xo)

Si x y zg estan suficientemente cercanos

F(z) = F(xo) _
B L N F
T — T (!L‘o)
Es de esperar que
T—a xr — X

Por lo tanto
F'(z0) = f(x0)
Teorema 2. (Teorema Fundamental del Cdlculo (Version 2))

Sea f: [a,b] — R, integrable en [a,b] y continua en xo, entonces la funcion f : [a,b] — R definida por

F(z) = / "

es derivable en xo y F'(x0) = f(x0)
Idea de la demostracion

Demostracion. Tenemos que

Fa) = Flao) = | o

y sean
mp, = inf{f(t)|t € [xo,x] = [T0, 20 + h]}
My, = sup{f(t)|t € [xo,z] = [x0, 20 + h]}
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Unidad 2 Teorema Fundamental del Calculo 2.1 La integral como funcion del limite superior

X
m CfOCx =x D < [ feeddt & M CfOCx =x 3
“ h s o — h (=)
X
<

Ve

i
T

9] X x
o

\

entonces

() —20) < [ S0t < MA() o~ w0)

mh(f) < —° /Ef(t)dtéMh(f)

m_xO o

y calculamos el limite

lim mA(f) < lim — / ’ Ft)dt < lm Mh(f)

T—rxTo r—xo L — {,EO Tr—x0
Como f es continua en xo entonces

lim mh(f) = f(zo) = lim Mh(f)

T—To Tr—rT0o

Por lo tanto P 7
lim —(m) — F(wo) = f(=zo)

T—To Tr — X

donde concluimos que

F'(x0) = f(x0)

O

Corolario 1. Sea f : [a.b] — R continua en [a,b]. Entonces F : [a,b] — R definida por F(z) = [ f(t)dt

es derivable en [a,b] y F'(z) = f(x) Vx € [a,b]

En otras palabras el teorema fundamental del calculo dice:

= ([ 1)=r@
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Unidad 2 Teorema Fundamental del Calculo 2.1 La integral como funcion del limite superior

Ejemplo Usando el teorema fundamental del calculo (Version 2) Hallar
0
4 (/ V3t2+5 dt>
dr \ J,

Soluciéon Tenemos que
0 T
/ V3t2+5dt = —/ V3t2+5dt
T 0

por lo que

d ([° d v d [ [*
e (/ V3t2+5 dt) = (—/ V3t2+5 dt) = (/ V3t2+5 dt)
T 0 0
aplicando el teorema fundamental del calculo

(/Oxmdt):_m

d
dx
por lo tanto

0
4 V3t24+5dt | =—\/3x2+5
dz

Ejemplo Usando el teorema fundamental del calculo (Version 2) Hallar
d /0 dt
dx 3r—1 t+ 4
se1t+4 t+4

a4 /O N _ 4 _/Sw_ldt __ 4 /Bm_ldt
d.’If 3$71t+4 7d.’13 0 t+4 o d.’If 0 t+4

Por otro lado consideramos las funciones

Todt
flx) = o 14 y g(x)=3z—1

Solucién Tenemos que

por lo que

que al derivarlas y aplicando el teorema fundamental del calculo (Version 2) se tiene

1
/ !
= = 3
f@) = v g
con estas funciones se tiene
3x—1 dt
fout@) = flaw) = foo -1 = [ 5
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Unidad 2 Teorema Fundamental del Calculo 2.1 La integral como funcion del limite superior

de manera que

3x—1
([ ) m Ul = e g @) =~y =

t+4
Por lo tanto
d /0 at \ 1
dx 3x_1t+4 - ZL'+1
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