Unidad 2 Teorema Fundamental del Calculo 2.1 La integral como funcion del limite superior

La integral como funcién del limite superior

Sea f : [a,b] — R integrable, con base en la funcion f, podemos construir una nueva funciéon a través de
la siguiente regla de correspondencia
xr
Fa)= [ 1
«
x

donde « es una constante fija en |a,b| y x cualquier valor de |a,b]|. Para cada z € [a, ], / f determina

(6%
uno y so6lo un valor, de esta forma F : [a,b] — R es efectivamente una funcion a esta funcion se le llama
Integral como limite superior.

Teorema 1. Sea f : [a,b] — R integrable, entonces la funcion F : [a,b] — R definida por

es continua en [a,b].

Demostracion. Vamos a ver que
Ve > 030 > 03V € [a,b]jlz —a| <d=|F(z)— F(zo)| <e

Sea € > 0 entonces

xr o x « xr x xT
p) - Fl = | [ 1= [T =[x o= | [ o)< [insa [Ca
[e% « @ o xo Zo Zo
€
:M(x—x0)<M5:MM:e
Sid= ﬁ, estamos considerando ademas que f es acotada. O

Por lo tanto F es continua.

Integral Indefinida I

Definicién 1. Una funcion F es una antiderivada (Primitiva) de una funcion f sobre un conjunto A si
tanto F, f estan definidos sobre A y
VaeAF (z)=f(2)

Definicion 2. Al conjunto de todas las primitivas de una funcion f se le llama Integral Indefinida y se
le denota

/ﬂ@M:F@Hw

Teorema 2. Algunas propiedades de la integral indefinida

a) Z(/ﬂ@m)

b) / f(2)de = f(z) + ¢
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Unidad 2 Teorema Fundamental del Calculo 2.1 La integral como funcion del limite superior

Demostracion.

O
Teorema 3. Si f(x) es continua en un intervalo [a,b] entonces la funcion
Plz) = / () dt
es una antiderivada de f(z) en [a, b
Demostracion. Sean z, x + h € [a,b] se tiene entonces que
z+h T z+h
Fle+h) = / F(t) dt = / F(8) dt +/ F(t) dt
se tiene entonces que
z+h
F h)—F
o) = F) = [ 50 = ey » DO g
x
tomando limites F B - F()
T+ h)—
jo h = /@)
es decir
Fl(z) = f()
O
Ejemplo Segun lo anterior
/ dr /x dt ‘e
1+22  J, 1+¢2
Ejemplo Segun lo anterior
x
/sec m:/ sec tdt+c
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Unidad 2 Teorema Fundamental del Calculo 2.1 La integral como funcion del limite superior

Métodos de Integracion : CAMBIO DE VARIABLE

Teorema 4. Supongamos que u es una funcion diferenciable en [a,b], u’ es integrable en [a,b], y g es
una funcion continua en ula,b).
Entonces (g ou)u’ es integrable en [a,b] y

b u(b)
[goww=[
a u(a)

Demostracion. Supongamos que u es una funciéon diferenciable en [a, b], u’ es integrable en [a,b], y g es
una funcién continua en ula, b].

Entonces (g o u)u’ es integrable en [a,b]. Sea ¢ = u(a) y d = u(b). Como u es continua en [a, b], entonces
ula,b] es un intervalo cerrado al que llamamos I, se tiene entonces que ¢,d € I. Si g es continua en I,
definimos

G(z) = /Cz g(u) du

Por el teorema fundamental del célculo G es diferenciable y G’ = g en L
Consideremos la funcion h : [a,b] — R dada por h = G o u, se tiene entonces que

W(x) = G (u(@)v'(x) = g(u(z))u'(x)

Dado que la composicion de funciones continuas es continua, h es continua en [a, b] y h es una antiderivada
de g(u(x))u'(z) y por el teorema fundamental del calculo

b
/@owwzmw—mw
— G(u(b)) - Glu(a))

O
Ejemplo Evaluar
JAESIERS:
T sen (1: + 7> dx
0
Solucién Hacemos
u(z) =a2*+5 = u(z) =2z
g(z) =sen x
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Unidad 2 Teorema Fundamental del Calculo 2.1 La integral como funcion del limite superior

Se tiene entonces que

/Oﬁxsen (:c2 + g) dx = /Oﬁg(u(:c)) (;) v (z)dx = ;/Oﬁ(g ou)(x)u (v)dw

Ahora bien u(0) = g y u(y/m) = gﬂ'. Tenemos entonces que:

1 VT u(y/7) 1 5
f/ (gou)(x)u (x)dx = / g(u)du = f/ sen u du
2 Jo u(0) 2 )z
1 3m T 1
=3 (cos — T cos 2> = 5(070) =0

Teorema 5. Sean fy g derivables en [a,b] si f' y g’ son integrables en [a,b], entonces

b b
/ 19’ = (b)) - f(a)gla) - / fg

Demostracion. Como fy g son derivables en [a,b], entonces f y g son continuas en [a,b], por tanto f y g
son integrables en [a,b] ademas f’ y ¢’ son integrables en [a,b], entonces f¢', fg y f'g son integrables en

[a,b] ¥
b b b
(fo) =fa+gf= [ o= [ 1o+ [ o
por otro lado por el teorema fundamental del calculo
b
/ (f9)' = fgla) = fg(b)
por tanto
b b b b
fota) = so) = [ f'a+ [ 0= fo@fo)~ [ so= [ o1
que es la conocida formula de integracién por partes O

Ejemplo Evaluar

Solucién Hacemos

Se tiene entonces que

4 4
/lnxdx=4ln4—2ln2—/ (1>xdm:4ln4—2ln2—2:61n2—2
2 2 €z
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Unidad 2 Teorema Fundamental del Calculo 2.1 La integral como funcion del limite superior

Ejemplo Evaluar

3
/ 221n V/z dx

1

Solucién Tenemos que

3 3 . 3,2 1 /3
/x21n \/dez/xQIH r2 dr = 7111 xdxzi/ z?ln z dz
1 1 1

1

Hacemos

Se tiene entonces que

1 ? 1 5 13 1
—/ 2?ln v dr = (= 1n3-3——1n1o— :gln3——3
2 )1 2 3 3 2 9
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