Unidad 2 Teorema Fundamental del Calculo 2.6 Integrales Impropias

Funcion Gamma '

Una de las funciones mas importantes del andalisis es la funcién Gamma, dada por

F(:c):/ e " dt
0

Lo primero es estudiar la convergencia o divergencia de esta integral, para ello conviene separar la integral

como sigue:
o0 1 0
F(:c):/ e*tt””*ldt:/ e*tt“"*ldwr/ e T dt
0 0 1

tenemos que si ¢ > 0 entonces 0 < e~* < 1 por lo tanto
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si > 0 entonces la integral es convergente
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Siz < 0entonces —x >0y 1—a>1porlotanto t! 2 <t = e 7% < e~ < 3t por lo tanto
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dt dt

/ e_tt”_ldt>/ = > — la cual diverge
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entonces/ e 't ldx diverge
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Para la segunda integral / e ' 1dt examinamos dos casos
1

ler caso z <1

) [e%S) oo —t ¢
/ e it = / e it~ (=)t = / ;—_mdt como t €10,1] e_ <et
1 1 1

por lo tanto

oo o) b 1
/ e Tt < / e tdt = lim etdt=—1lme P =—lime?—e ! =-
1 1 b—o0 1 b—oco b—o0 e
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de modo que para 0 < z < 1 las integrales convergen y I'(x) converge.

7ttzfl _ eftta:+1 l

__—tyz+1
=e 't
t2

Ahora para z > 1 notamos que e y hacemos f(t)

para esta funcién se tiene
fl(z) = (z+D)t" (e +t" T (—e™") = /=0 & (z+Dt"(e )+t (—e ) =0 < et (a+1-t) =0

s t=x+1

por lo tanto

/ e "1t :/ et ! :/ ettt () < / (z + 1) e~ (@HD) () dt
t2 t2
1 1 1 1

et [

1 -1
(t2> dt = (a + 1)+ e (D (“m T |?) — (a4 1)7Hle D)
1

b—oo

la cual es convergente.
Algunas de las propiedades de la funcién Gamma

Pz+1)= / et T dt =t"(—e Y|P — / —et —txt* L dt = a:/ e 'ttt = aT' ()
0 dv=e—t u=t® 0 v du 0
I'(n+1) =n! vn € N

Por induccién para n=0 se tiene

0 b
'n+1)=T01) = / e tdt = lim eldt=—lme |} ==lime?’—1=1=0
0 b—oo b—oo

b—o0 J

Suponemos cierto para n=k+1 es decir

T(k+1) = k!
Veamos para n=k+1
I(k+2) = T(k+1+1) = (k+1) T(k+1) = k4 1(k) = (k+1)!
—_——— ———
Propiedad T'(z+1)=aT'(x) Hip. ind. I'(k+1)=k!

Vamos a calcular el valor de I (;)

1 +oo Y +oo e~ 7
I'i=)= e Yx 2dx = —dx
2 0 0o VT

hacemos el cambio de variable x = t2

+oo —t? +o0
e _42
/ —2t dt = 2/ e dt
0 t 0
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Vamos a calcular

Para esto hacemos

Y nos fijamos en

<
)

+oo e 2 +o0 5 400 2
= et dt)] = e dx e Y dy
0 0 0
—+o00 —+o0
_ / / e~ @) dady
0 0

ahora hacemos el cambio de variable z = yt = dx = ydt y obtenemos

+o0 +o00 +oo  ptoo +o0
/ / eV =% g dy = / / e—yz(t2+1)y dy dt = / zdit -9 (E) =7
0 0 0 0 o 2t*+1) 2

de manera que
JP=n1 = J=7
Por lo tanto

(M) =7 =T(5) = V7

Podemos ahora calcular algunos valores de la funcién

| o
!

5 3
F —_ = —_ =
(2> F(2+1)
I'(z+1)=2T(z)
7 )
r{i)=r(2+1
I

5.(5)_53VA _ 15V7
2 2 4
Usando la propiedad I'(x + 1) = aI'(x) tenemos que I'(z) =

— 2 8
z+1)=zl

( (z)

I 1
M por lo tanto si —1 < z < 0 T'(x)

esta bien definido, por ejemplo

para valores x < —1

P(_g) _ F(2§+ 1) _ F(f;) :_g(_2\/7;) _ gﬁ
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F(_5>:F(3+1) (=3 2 <4ﬁ):_185ﬁ

5 5
3 -3 5\3
Este mecanismo recurrente permite concluir que I' esta bien definida para V z < 0 excepto z € (Z)
o 3
Ejemplo Calcular / Vre dx
0
Soluciéon tenemos que

> > 1 1 (= 1.(1
/ N / t%e*tt*%dt:f/ ttetap = ip (1) = VT
0 S 3 3 Jo 3 \2 3

3=t
oo
Ejemplo Calcular/ 2Se 2% dy
0
Solucién tenemos que

oo oo 6 %)
t 1 1 1 1 4
/ 2Se 2 dr = ) et=dt = —/ tSe~ldt = =T (7) = 6! = 5
0 ~~Jo 2 2 27 Jo 27 27 8

—t
T=73

Ejemplo Calcular/ e dx
0

Solucién tenemos que

oo o0
/ z'e "dr = / 287 le %dt =T (8) = 7! = 5040
0 0

Ejemplo Calcular/ D
0

Soluciéon tenemos que

o > 4 d 1 o 1 3
4 _ —2x U — AU 4 _—u

d = (7 — == du=—=)T(h) =~

/0‘” xv/o 2)6 2 32 /0“6 “ (32)“ 4

u=2x
du=2dx
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