Uniddad 6 Aplicaciones 6.1 Calculo de Areas de Superficies de Revolucién.

Aplicaciones de la Integral'
Célculo de Areas de Superﬁcies'

Para esto necesitamos primero hallar el area de un cono truncado.
Vamos a considerar el siguiente cono

hacemos un corte y abrimos el cono, nos queda un sector circular

2ar

2
Tenemos que el area de este sector circular es: A = 59

2
Por otro lado 2nr =40 = 0 = %r
por lo tanto
2 2 (2mr
A=50=3 (7) =t
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con esta formula vamos a calcular el area del cono truncado

Segun la figura

Acono chico = TT1{1

Acono grande = TT2 (gl + E)
por lo tanto

Acono trucado — TT2 (€1+€)—7T1“1€1 - W((TZ_T1)£1+T2£)

ahora bien por semejanza de tridngulos

bL+0 0

——=— = rly=ril1+1rf = (7"2—7"1)51 =1/
T2 1

por lo tanto

Acono trucado = 7T((7"2 - 7”1)61 + 7”26) = 7"'(741 + r2)€

Areas de Superficies obtenidas al rotar la curva alrededor de eje YI

Ahora consideremos una funcion f : [a,b] — R continua y tal que f(z) > 0V z € [a,b] y rotemos la
grafica alrededor del eje Y

. |
> Ja—w )+ PO | E

R

|

1

2 Xi—
B i-1

En este caso el area del cono truncado es:

A=m(@io+eim)V (@ —zim1)? + (f(20) — fzio1))?

aplicando el teorema del valor medio se obtiene

A=m(zi_1 +xi—1)V 14+ (f(&))% (@ —zim1) & € [zim1, 24

Tomando la suma

~
~

T(@im1 + i)V 14 (f(6))2 (s —2i-1) & € (-1, 74

1

Asuperficie

n
1=

por lo tanto

Asuperficie = lim Y m(zim1 + i) V14 (/€))% (@i — 2im1) & € [2im1, i)
=1
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esta tltima es una suma de riemann, por lo que

b
A= 27T/ xy/ 14 (f'(x))?dx

esta expresion nos proporcionara el area de la superficie obtenida de girar la grafica de la curva y = f(z),
a < x < brespecto al eje Y.

Ejemplo Calcular el 4rea de la superficie obtenida girar la parabola y = 22 alrededor del eje Y de (1,1)
a (2,4)

Solucién en esta caso

Si se gira en torno al eje Y entonces

A= 27r/2x\/1 + (f'(2))?dz = 27r/2x\/1 + (22)2dz =
1 1

2 17
2
| : 27T/ eV1+4a2dr = @W/ ﬁdu:%(17%—5%)
1 2 1 u=1+422 5

du=8xdx

Area bajo la grafica de una funcién respecto a una recta y—mx-+b

Consideremos la grafica de la funcion y = f(z) entre los puntos P(p, f(p)) v Q(g, f(¢)) v sea R la region
acotada por la grafica de la funcién y por la recta y = mx + b entre las perpendiculares a la recta por P

y Q

VA 0
y=flx)
4 R
P C y=mx+b
\ Au
. »
0 P q X

y vamos a encontrar una férmula que nos proporcione el area de R.
Para esto consideramos la recta tangente a la grafica de la funcién en el punto z;
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Tangentea f en (x;, f (x;))

y=mx+h

ya

s« Areabuscada
. .

0 p q x

Tangentea f
en (x. flx)
\
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se tiene que segun la figura

tana = f'(x;) y tan 8 = m, ademas

pB—a
Ax Az
B
a = — = A = = A
cos(a) A u cos(a) x sec(a)
B—a
B—a
/ Au y=mx+b :Ax 1+ta'n2(a)+1:AmV 1+(f/(x7/))2
g También
Tangentea f 2 B
en .. fi /98 i cos(f—a) = Au ~As cos fcos a + sen avsen 3
— T+ Az sec(a) cos o
« x /B
e
’ = Az(cos 8 + sen 3 tan «)

de las identidades
1

Vtan? 8+ 1

1 2
sen?f+cos’B=1 = senff=+/1—cos2f = senﬂ:\/1—<2+1> = senﬁz%

m + m2

1
tan’ f+1=sec’ = tan25+1:72
cos? 8

= cosf = = cosf =

1
vm?+1

1 m
\/m2+1y V1+m?2

Au = Az(cos f + sen ftan ) = Az (

Al ser tana = f'(z;), cos 8 =

en J =

se tiene que

m
+
vVm2+1  V1+m?

Ahora solo nos falta encontrar la longitud de la altura del rectangulo
Para esto podemos utilizar la formula de la distancia de un punto a una recta

|f(zi) — ma; — b
V1+m?2

f’(m))

d((zi, f(zi),y = mx +b) =

de esta manera el area del i-ésimo rectangulo es:

1 m |f(z;) — mz; —b)
Agr, = A + ! )
fi x(\/m2+1 \/1+m2f(m V1+m?2
por lo tanto
= 1 m | f(zi) — mx; — b
A% A + / i)'
; ng(x/m2+1 \/1+m2f($) V1+m?

y por lo tanto

1 m , )>.|f(a:i)—mxi—b|_ 1

n q
A= nh_{rgozZ:;Ax <\/m2 = + 7 +m2f (x e = Trme /p (f(z)—mz—b)(1+mf'(z))dx

# Facultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Calculo Diferencial e Integral IT 5



Uniddad 6 Aplicaciones

6.1 Calculo de Areas de Superficies de Revolucién.

Ejemplo Calcular el area limitada por la grafica de la funcion f(z) = 2 +senx desde (0,0) hasta (m,7)

y larectay =x — 2

¥

y=x+sinx

@m.2m) En este caso se tiene m = 1, f(z) = = + senx,
mer+b=x—2, p=0yq=27 por tanto

y=x—-2 1

- m/o 7T(515“‘Sen55_(35—2))(1—1—1(1—&-608a:))d:r:

1 2
= 5/ (2sen x+sen x cos x+4+2 cos v)dr = 4w
0
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