5. Métodos de integracién y aplicaciones de la integral definida 5.5 Fracciones parciales

Métodos de Integracién.

Integracion por fracciones parciales

Caso 2: El denominador es un producto de factores lineales alguno repetido

. 22 +2x+3
EJemPIO Calcular / mdl’

Solucion se tiene que en fracciones

22 4+2x+3 A B C

C-D@+1)? 7-1 241 (@rip?

si multiplicamos por (z — 1)(x + 1)* ambos miembros de la igualdad se obtiene

:(:c—l)(x+1)2< A + B + ¢ ) =

22 +2x+3
x—1 z4+1 (z+1)2

J— 2 e —
(z—=1D(z+1) ((x D)

?+20+3=A(x+1)*(z - 1)+ Blz—1)(z+1)+C(z+1)
ahora bien en la expresion

P +20+3=A(x+1)*(z - 1)+ Bz - 1)(z+1)+C(z+1)

si hacemos x—1 se obtiene

si hacemos x—-1 se obtiene
2=0(-2) =C=-1

si hacemos x=0 y tomando los valores hallados para A y B se obtiene

3 1
3=——-B+1 =B=—-
2 + 2

por lo tanto

/x2+2x+3d_/ %+—§+—1 d_%/dm_}/daj_/ dv
D+ " J\e-1"2+1  @r12)" "2 21 2) a1 ) @r12

1 1 1
—1 — 1| — =1 1 —+C
2n|x | 2n|x+|+x+1+
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5. Métodos de integracién y aplicaciones de la integral definida 5.5 Fracciones parciales

4
Ejemplo Calcular /Wl;m_'_ldl‘

Solucion Tenemos que
3 2 _ 2 _ 2
-zt —z+l=(x+1)(z*—2z+1)=(z+1)(z—1)
y se tiene que en fracciones

4z A n B . C
B—22—24+1 z+1 -1 (z—1)2

si multiplicamos por (x + 1)(z — 1)? ambos miembros de la igualdad se obtiene

w4 - 12 (e ) = e e -0 (S o o) 2

4o =Alx—1)?+Bx—1)(z+1)+C(x+1)
ahora bien en la expresion
4o =Alx —1)?+Bx—1)(z+1)+C(x+1)

si hacemos x—1 se obtiene
4=C(2) =C=2

si hacemos x—-1 se obtiene
—4=4A = A=-1

si hacemos x=0 y tomando los valores hallados para A y B se obtiene
0=1-B =B=1

por lo tanto

/ 4z d—/ —1+1+ 2 d__/dx+/dm+2/ der
B2z t10 z+1 z-1 (z—1)2 T x+1 x—1 (x—1)2

2
—ln|x+1|—|—ln|x—1|—m—|—c
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5. Métodos de integracién y aplicaciones de la integral definida

5.5 Fracciones parciales

2

d
3+ 322+ 3z +1 .

Ejemplo Calcular /

Solucién Tenemos que
23+ 322 43+ 1= (2 +1)3

y se tiene que en fracciones

x? A B

x3+3x2+3x+1:m+1+(w—1)2+

si multiplicamos por (z + 1) ambos miembros de la igualdad se obtiene

(x+1)3

2
3 x B 5 A B
(z+1) <x3—|—3x2—|—3x—|—1>_(x+1) ( +

P =Ax+1)*+Bl+1)(z+1)+C
?=A@*+22+1)+Bz+1)+C
2? = A2 + 2A+ B)z+ A+ B+C

obtenemos el sistema
A=1
2A+B=0
A+B+C=0

cuya solucion es
A=1, B=-2, C=1

por lo tanto

/ 22 d<_/ Lo, N
B+ 322 +3r 1 x+1 (x—1)2 (x+1)3 e

2 1
1 1 - C
R e T i

241 (z+1)2

+@SDQ =

d:z:_/ dx +/ de
r+1 (z+1)2 (x+1)3
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5. Métodos de integracién y aplicaciones de la integral definida 5.5 Fracciones parciales

Caso 3: El denominador es un producto de factores cuadraticos distintos

Ldm
(z)(2? + =+ 1)

Ejemplo Calcular /

Solucién se tiene que en fracciones

2 -1 A Bx+C

() (z2+2x+1) x+x2+m+1
si multiplicamos por (z)(2? + x + 1) ambos miembros de la igualdad se obtiene

2?2 —1

A Bx +C
(@)@ + 2+ 1) ((:v)(x2+x+1) + >

> :(x)(x2+1:+1) (m+x2—|—x+1
22 —1=A@? +x+1)+ (Bx+C)(x)
Desarrollando
2 —1=A2> + Ar+ A4+ B>+ Cox = (A+ B2 + (A+C)z + A

por lo tanto
2 —1=(A+B)r* +(A+C)z+ A

donde obtenemos el sistema de ecuaciones A+ B =1, A+ C =0y A = —1 Al resolver se obtiene
A=-1, B=2, C =1 por lo tanto

22— 1 -1 2z + 1

3
Ejemplo Calcular /

x
-1

dx
Solucién Tenemos que
1= -1)E*+1)=(z+1)(z—-1)(>+1)
se tiene entonces que en fracciones

x3 A B +C’x—|—D
-1 -1 z+41 2 +1

si multiplicamos por (z + 1)(z — 1)(2? + 1) ambos miembros de la igualdad se obtiene

(z+1)(z—1)>+1) (xfil):(x+1)(x_1)(x2+1)< A B Cx—i—D)

z—1 x—|—1+ 2 +1

3= A +1)(z+ 1)+ Bz —1)(2' + 1) + (Cz + D)(z* + 1)

ahora bien en la expresion

23 = A(x? +1)(x +1) + Bz — 1)(z* +1) + (Cx + D)(z* + 1)
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5. Métodos de integracién y aplicaciones de la integral definida 5.5 Fracciones parciales

si hacemos x=1 se obtiene 1
1=4A = A= 1

si hacemos x—-1 se obtiene 1
—1=-4B = B= 1

si hacemos x=0 y tomando los valores hallados para A y B se obtiene
0=-D =D=0
si hacemos x=2 y tomando los valores hallados para A y B se obtiene
8§=6C+5 =C= %

por lo tanto

a3 1 dx 1 dx 1 2z 1 1 1
L dr=- - S 2 e =-fe—1]+-Injz+1]+- In@*+1
/x4—1x 4/x—1+4/m+1+4/x2+1 v = gfr=l+ g nfetdlt g In@+ 1)+0

23 4+222 +1
x
(x+1)2(x2+z+1)

Ejemplo Calcular /

Solucion Tenemos que en fracciones

3 +222 +1 A B Cx+D

(x+1)2(22 + 2+ 1) _x+1+(x+1)2+x2+x+1

si multiplicamos por (z + 1)?(2% + 2 + 1) ambos miembros de la igualdad se obtiene

23+ 222 +1
(x+1)% (22 +2x+1)

(z+1)2 (22 +2+1) ( > (Pt D) ( A4 B Ce+D )

z+1  (x+1)2 +x2+x+1

P2 +1=Alx+D)(2? +x+ 1)+ B ' +2+1)+ (Cx+ D)(z +1)?

ahora bien en la expresion
P2 +1=Alx+D)(2? +x+ 1)+ B ' +2+1)+ (Cx+ D)(z +1)?
si hacemos x=-1 se obtiene
(-1)*+2(-1)’+1=B((-1)*+(-1)+1) =2=B
Por otro lado se tiene
2?4227 +1=Alx+1)(@® +2+ 1)+ Ba' +2+ 1)+ (Cz+ D)(z + 1)* =

4202 1 =A@+ 222 + 20+ 1)+ B@? + 2+ D)+ C® + 222 +2) + D(@* + 22 +1) =
?+222 +1=(A+0)z* + (2A+ B+2C + D)2* + (2A+ B+ C +2D)z + (A+ B+ D)
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5. Métodos de integracién y aplicaciones de la integral definida

5.5 Fracciones parciales

se tiene el sistema
A+C=1
2A+B+2C+D =2
2A+B+C+2D=0
A+B+D=1

Como B = 2 se tiene
A+C=1
2A+2C+D =0
2A+C+2D = —
A+D=-1

de la primera ecuaciéon A = 1 — C. Sustituimos en las otras tres

2(1—-C)+2C+D=0
2(1—C)+C+2D =2
1-C+D=-1

de donde
24 D=0
2—C+2D=—
—-C+D=-2

De la primera D = —2
sustituyendo en la tercera C' =0
por lo tanto

23+ 222 4+ 1 dx dz dx 2
dr = 2 -2 dr =1 1|— —2
/(m+1)2(x2+x+1) v /x+1+ /(x+1)2 /x2+x+1 z = Injo+] x+1 /

Ahora calcularemos
2 / g
224+z+1

para ellos escribimos
1

) ) 1 3 >3
rort+l=a"+r+-+-=|o+5 | +

4 4 2

y hacemos el cambio de variable

1 3 3
x+§:§tan t da:zgsec% dt

de donde p
_ x
f 12+m+1 dx = f ( 41 )2+%
g sec? t dt
f % tan2 t+3
2 f sec? t dt

sec?t
— 2V3,

3
= 2\[ arctan (25%1)

dr

4

22 +x+1
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5. Métodos de integracién y aplicaciones de la integral definida 5.5 Fracciones parciales

Por lo tanto
3+ 222 +1 2 243 2r + 1
dr =1 1)— —— — 2| == arct C
/(z+1)2(:1:2+a:+1) v=In{z+1) x+1 3 arcan( V3 ) +

Caso 4: El denominador tiene factores cuadraticos alguno repetido

f(z)

Si en la descomposicion de en fracciones simples tiene en primer lugar factores lineales, entonces

g(x
apareceran primero los factores de la forma

y en segundo lugar, si un factor cuadratico irreducible se repite m-veces, entonces se puede descomponer
en una suma de términos de la forma
m

Z Bix + Cy,

2
= (2 + bz + c)*

donde cada numerador es lineal. Asi

f:v i Ap i Bpz + Cy,

= +
— k 2 k
(x) — (x —a) Pt (22 + bz +¢)

4 3 2
x* +4x° + 11z + 120 + 8
Ej lo.- Calcul d
Jempio alcutar / (224224 3)%2(z+ 1) .
tenemos que en fracciones

o' +40% + 112 +122+8 A N Bz +C Dx+E
(#2 +22+3)2(x+1)  (z+1) (22+22+3) (22 + 22+ 3)2

de donde
ot +42® + 1122 + 120 +8 = A ((2* + 22+ 3)*) + (Bz + C) (2 + 22+ 3) (x + 1) + (Dz + E) (z + 1)

= A((z* + 42® + 102% + 122 + 9))+B ((z* + 32° + 52% + 32))+C ((2® + 32% + 52 + 3))+D (2° + z))+E(z+1)
= (A+B)z* + (4A+ 3B+ C)2® + (10A+5B + 3C + D)z* + (12A+3B+5C + D+ E)z +9A+3C+ E

En la expresiéon

x4+4x3+11$2+12x+8_ A . Bx +C Dx+ FE
(2 +22+3)2(x+1)  (z+1) (22 +22+3) (22 + 22+ 3)2

si hacemos x—-1 se obtiene

1—4411-124+8=A(1-2+3) = 4=44 = A=1
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5. Métodos de integracién y aplicaciones de la integral definida 5.5 Fracciones parciales

mientras que en el sistema
A+B=1 4A43B+C =4 10A+5B+3C+D =11 12A+3B+5C+D+FE =12 9A4+3C+FE =38

tomando A—1 se tiene
A+B=1= 14B=1= B=0

tomando A=1, B=0
4A+3B+C=4 = 4+C=4 = C=0

tomando A=1, B=0, C=0 se tiene
10A+5B+3C+D=11 = 10+D=11 = D=1
tomando A=1, B=0, C=0, D=1 se tiene
12A4+3B+5C+D+FE=12 = 12+1+E=12 = E=-1

por lo tanto

/x4+4x3+11x2—|—12x—|—8d / dx +/ x—1 iz —1n| +1|+/ r—1 J
= = In —_—
(24 2x+3)%(x+1) v x+1 (22 4 2z + 3)? v v (22 4 2x + 3)? v

rz—1
(2 + 22 + 3)2

/x——ld_/wd_/x——l—ld /#d
(22 4 2z + 3)? e (22 4 2z + 3)? = (22 4 2x + 3)? v (22 4 2z + 3)? v

_1/ 2(x+1) da:—2/ dx 1 -1 _2/ dx
2 ) (22 +22+3)2 (22 +22+3)2 222+22+3 (22 + 22 + 3)2
dz

(22 + 22 + 3)2
expresamos el denominador de la siguiente manera

Vamos a calcular / dx tenemos que

Para calcular la integral /

@2 +20+3)2= (2 +20+1-1+3)2 = (x+1)>+2)°
por lo tanto

/(z2 +(2li+3)2 B / ((x + ;l; +2)? — / ((\f\/f:jj - /\/isse;c‘lttdt N \[/seCQt

z+1=v2tant
de=+/2 sec? tdt

dt = — 5 —(tcostsent)

2 2 (1 2t 2 2t 2
:\th[/cosztdtzlltf/+COS {(H—SGH )Z\Sf

tenemos que de la sustitucion

1 1
x+1:\/§tant = i:taunt = arctan <H>:t
V2 V2
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5. Métodos de integracién y aplicaciones de la integral definida 5.5 Fracciones parciales

&)
cost = cos | arctan | ——
V2

necesitamos encontrar expresiones para sen(arctanx) y cos(arctan z) y para ello hacemos y = arctanz y
tenemos que

seny seny
y = arctanr = tany=2x = =1r = r=—=-— = xy/1—sen2y =seny

cosy \/1—sen2y

ahora bien

= z*(1—-sen’y) =sen’y = a2”—a’sen’y =sen’y = 2® =a’sen’y+sen’y = 2® = (®+1)sen’y
= - =sen’y = L—sen

2+ 1 Y7 a1 Y

por lo tanto
T
sen(arctanzx) = seny = ———
( ) 4 2 +1
y en consecuencia
x? 2241 —22 1
cos(arctan z) = v/1 — sen?(arctanz) = \/1 _ — \/ _

sustituimos el valor de t y obtenemos

z+1 r+1 1 2
arctan { ——— ) =t = cos | arctan | —— =cost > ———— = cost &> ——————— = cost
V2 V2 14 @t V222 + 4246

y también

x+1
1 1 NG 1
arctan <x+> =t = sen (arctan <H>> =sgsent = 2 _ sent = L =gsent
V2 V2 1 4 &t0? 224+ 2z + 3

finalmente

Bumton - (oo (5) (tirrs) ()

y la integral resulta

t 4 423 + 1122 4+ 122 + 8 1 1 V2 r+1 2 r+1
dx =Iln|z+1|]—- ——————2— | arctan
(22 + 22+ 3)%(z + 1) 222 +2r+3 8 V2 V222 +424+6/) \VaZ+2x +3
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