Unidad 3 Funcién Logaritmo y Exponencial 3.1 Logaritmo a través de la integral.

Funciones Logaritmo y Exponencial

Ejercicio Muestre que V b € R se tiene que 3 a > 0 tal que
In a=0b

Demostracion. Tenemos que V b € R existe n € N tal que

1
bl<n = —n<b<n = —-nlnd<b<nlnd = —-ln4"<b<ln4" = ln(4n)<b<ln4"

por lo tanto como In z es continua por el teorema del valor intermedio se tiene que existe a € (4%, 4")
tal que
In a=b

Ejercicio Mostar que la grafica de In z es concava hacia abajo

Demostracion. Sabemos que un funcién f es concava hacia abajo en I si f’ es decreciente en el
intervalo. En este caso

1

x2

flx)y=lnx = f(r)= é = f(z)=

como f”(x) < 0 se tiene que f’(z) es decreciente por lo tanto la grafica de In x es concava hacia
abajo

y = L(x)

0 (1,0)

O
Teorema 1. Sea k € R. Si f : R — (0,00) satisface f' = kf entonces existe ¢ € R tal que
VzeR, flx)=ce® donde c= f(0)
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Demostracion. Definimos la funcion F(z) = In z, se tiene entonces

L P@) ki)
P =50 = T

existe entonce un c € R tal que
F(il?) =kr+c = lnzx=krx+c = f(fl?) :ekz+c:606kz

y si tomamos x = 0
f(0) = eekV = e°

O
Ejemplo Hallar todas las funciones f(x) tal que f'(x) = 3f(z)
Solucién Tenemos que tomando k=3 en el teorema se tiene que
f(z) = ce®®, ¢ = constante # 0

Ejercicio Supongase que f(x) satisface

(1) f'(z) = f(x)

(2) f(z+y) = f(2)f(y)

Demostrar que f(z) =¢e* 6 f(z) =0
Solucién

1) fl@)=f = fl@)=ce"
2) f@)=fl@+0)=f@)f(0) = flz)=0 ¢ f(0)=1
(3) Como f(z)=ce® = f(0O)=c=1 .. f(x)=0 6 f(z)=¢"
Ejercicio Demostrar que si f(z) =0V x € Q entonces f(z) =0V z eR
Solucién Como f es continua se tiene
lim f(x) = f(a)
esto quiere decir
Ve>0 30>0 5 0<|z—a|<d = |f(x)— fla)|<e
sizeQ
|f(a))<e Ye>0 . fla)=0Va€eR . f(x)=0 VzeR
Ejercicio Demuestre que si f(z) = g(x) V « € Q entonces f(z) =g(z) Vz eR
Solucién Si defino h(z) = f(x) — g(z) entonces h(x) =0 V z € Q y segin lo anterior
h(z)=0 Yz eR, es decir f(z)=g(x) Yz eR
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