Unidad 3 Funcién Logaritmo y Exponencial 3.1 Logaritmo a través de la integral.

Ejercicio Demuestre que si f es una funcién continua que cumple

fx+y) = f@)+ f(y), con =,

entonces existe un numero c tal que

fl@)=cx

Demostracion. Tenemos que

y>0

flz1+ 22 +23) = f(21 + 22) + f23) = f(21) + f(22) + f(73)

y continuando este proceso se tiene

fler + x4+ ..+ xn) = fx1) + flae) + f(z3) + ... + f2n)

Si hacemos f(1) =cy V n € N se tiene

fn)=fA+1+..+)=f(D)+...+ f(1)=nf(l)=cn

n—veces n—veces

ahora bien
f(@)+ f(0)=f(z+0)=f(z) =

en ese caso

f(0)=0

f@)+f(=z) = flz+(=2)) = f(0) =0 = [f(z) =—f(-=)

por lo tanto

f(=n) = =f(n) = —en = c(=n)

=1 (D)) = (e D)= (D) s (1) = (1)

ademas

por lo que
() = <()
c=nfl—) =>cl—)=
n n
también ) ) )
1(5)-=()-—()-

-n n n

finalmente

19

1= | gy | = 1) s () =mr (2) =me () =er ()

—_——

m—veces

m—uveces

() =<(3)

fl@)=cx

por lo tanto

al ser f continua entonces

O
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Unidad 3 Funcién Logaritmo y Exponencial 3.1 Logaritmo a través de la integral.

Ejercicio Demostrar que si f es una funcién continua que satisface
flzy) = f(z) + fy)

entonces

f(@)=fle)ln x
Demostracion. Hacemos g(z) = f(e®) y tenemos
g(z +y) = f(e™Y) = f(e"e?) = f(e”) + f(e¥) = g(x) + g(y)

por tanto g(z) = cx y si hacemos ¢ = 0 entonces f = 0.
Si ¢ # 0 tenemos que

por otro lado

O
Ahora bien
c=0= f=0
c£0 = 3b>0 5 f(b)=1
con lo que
1
Inb=1 = —
cln = c D
y la funcién se podria ver
In x
Definicién 1. Sib >0, b# 1 y x > 0. Definimos
| _Inz
8= I b
Ejemplo Demuestre las siguientes féormulas de cambio de base de logaritmos
log, x
1 =1 1 b) 1 = —4
(a) log,x =log,a log,z, (b) log,x log, b
Solucién Tenemos que
(@) 1 ~Inz Inzx/lnae)y ha/lnx 1 1
O Ty Tnb\Ina) mb\Inb) o
) o x_lnx Ina Inz/Ina Cos 1 log,=
BT b \na) mal\lnp) e %_logab
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Unidad 3 Funcién Logaritmo y Exponencial 3.1 Logaritmo a través de la integral.

Funcion Exponencial General I

Definiciéon 2. Sia > 0 entonces para cualquier real z definimos

a® = eln(a ) — % In(a)

Algunas de sus propiedades
1.- (ab) = qb°

Demostracion. , o)
c n(a
(ab) _ ecln(a ) — ecln(e ) — 6c(bln(a)) _ ecbln(a) _ acb

O
2.-¢"1Y = a%qY
Demostracion.
a®ty = e(r+y) In(a) _ P In(a)+yIn(a) _ P ln(a)eyln(a) = a®aq¥
O
3-al =a
Demostracion.
al _ e1 In(a) _ eln(a) —a
O
d
4-— (a®) = d"1
. (a®)=a"In a
Demostracion. p p d
% (ax) — - (eln a’) — % (eacln a) 6w1n a(ln a) —a®ln a
O
5-a° =1
Demostracion.
aO _ eOln(a) _ 60 -1
O
6.-(ab)® = a®b”
Demostracion.
(ab)a: — In(ab) _ 6a:(ln a+In b) _ 69:11’1 at+xln b _ ezln aewln b — a®b®
]
7-a%a¥ = gtV
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Unidad 3 Funcién Logaritmo y Exponencial 3.1 Logaritmo a través de la integral.

Demostracion.
a®al = e* ln(a)ey In(a) _ e:v(ln atyln a) _ e(:ery) In a__ a®ty

O
8.-5i a # 1 entonces y = a" < x =log,y
Demostracion. Tenemos que
1
y=a*=¢€""? = In yzln(e“n “Y = my=zha = aczln—x:logay
na
por otro lado
In y - .
r=1log,y = x:m = zlnha=lny = lmhad"=hy = a"=y
9.-a” es creciente
Demostracion. Caso (1) In a >0 y a > 1.
r<y = rzlna< ylna = In a® <In a? = a® < a¥
~—
In es creciente
Caso (2)ln a<0 = —-lnz>0si0<a<1
r<y = —zlha< —ylna = —Ina®<—In a = a® < a¥
~—
In es creciente

por lo tanto a® es creciente O

O
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