3.1 Logaritmo a través de la integral.

Unidad 3 Funcién Logaritmo y Exponencial

Integrales Elipticas I
Longitud de una Curva I

Sea f una funcion continua en [a, b]. Si {to, t1, ..., t,} es una particion de [a,b] tenemos que en el intervalo

[ti—1,t;] al aplicar f, la distancia entre ellos es:

d((wio1, f(wiz1)), (@i, f(20)) = V(i — tim1)? + (F () — f(tiz1))?

Ahora bien si aplicamos el Teorema del Valor medio al intervalo (¢;_1,t;) se tiene que existe ¢ € (t;—1t;)

= f(t:) = f(tica) = f()((ti = tioa)

tal que
(0
7~ li—1

se tiene entonces que
—tic1)V/ 1+ (f'(c)?

Vit —tic)? + (f(t:) — f(ti1))?

=/(ti —tim1)? + (f/(e)((ti — tic1))? = (i

este proceso aplicable a la particion P

0, P) = 2 Vit = ) + U@ = STt

1=1

nos da una aproximacion a la longitud de la grafica de la funcién, esto es

UfP) ) (= i) VIH (F/()? e € (wimn, @)
=1
por lo tanto
Uf P) = 1im D (t—tie)VI+(f(@)? e € (zim1,0)
1=1
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Unidad 3 Funcién Logaritmo y Exponencial 3.1 Logaritmo a través de la integral.

este término corresponde a una suma de Riemann, por lo tanto

= / V14 (f(x))%dx

Longitud de la Elipse I

Tenemos que dada la elipse

Por lo que su logitud en un intervalo de [0, a] sera:

@ bx —a2x? + b2x2
1+ | — dz
o az—zQ 2 (a? — 22
a2

1 [z a2a2 sen? t 4 b2a2sen?t — a2 —b2)sen? t
- \/ + (acos t)d / \/ ) (acos t)dt

~— a — a?sen?t) —sen?t)
x=asen t
dr=acos t dt

a? cos? t

= / Vat — a2(a2e?)sen? t dt = / va* —a*e?sen? t dt

/ \/ — a?(a? — %) sen? t( cos t)dt = (11/’2' Vat — a2(a? — b2)sen? tdt
0

~—
2_p2
a2=b24c2 = e=c=V9 b
s 15 a a
220202 202,252

1 (% a2 (% 5
:f/ Va*(1 — e? sen? t)dt:—/ \/l—eQSen2tdt=a/ V1—e?sen? tdt
a Jo a Jo 0

Si hacemos k2 = e? se obtiene .
a/ 1 — k2 sen?(t)dt
0

/2 VI KZsen?(ydt 0<k <1
0

se les conoce como integral eliptica de sequnda especie

Definicion 1. A las integrales
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Unidad 3 Funcién Logaritmo y Exponencial

3.1 Logaritmo a través de la integral.

Vamos a ver un método para aproximar las integrales elipticas de segunda especie

dado el binomio de Newton

(a+b)n _ an+nan71b+ n(n2|_ 1)an72b2+ TL(TL — ]é)'(n — 2)an73b3+ ’ﬂ(’ﬂ — 1)(”4'_ 2)(TL — 3) an74b4+. .
tenemos que
1l _q Ll _qyi_9 Ll 19y i_3
(17‘%)% _ 1%+%1%,1(7x)+2(22' )1%72(7x)2+2(2 3)'(2 )1%—3(7$)3+2(2 )(24' )<2 )1n74(7x)4+
T (Y22 (1 3\ (13 5\al (135 T\
2 \2/ 4 2 4) 6 2 4 6) 8 2 4 6 8/10
por lo tanto
x (1) 22 1 3\ 23 1 3 5\ a2* 1 3 5 7\2°
V1$12<2>4(2 4)6 <2'4'6>8<2'4'6'8>1o
si hacemos x = k? sen?(t) se obtiene
k?sen?(t) (1Y (k?sen?(t))? (1 3\ (k?sen?(t))® (1 3 5\ (k?sen?(t))*
/1 k2sen(f) = 1— o~ \W ()W W) (22 (z.2.°2 W SRR Y
L - k#sent(t) =1 2 <2> 1 (2 4) 6 (2 1 6) 8
L35 T\ (e’
2 4 6 8 10
por lo tanto
z T 22 2 con2(+))2 2 con2(+))3 2 com2(4))4
/2 \/mdt:/Q 1_14: sen“(t) (1Y (k%sen®(t))® (1 3\ (k®sen®(t))” (1 3 5\ (k”sen’(t))"
o 0 2 2 4 2 4 6 2 46 8
135 7 (P’
2 4 6 8 10
z T 1202 z 2 con2(4))2 z 2 can2(4))3 z 2 con2(#))4
[ [T [P (1) W02, (18 (e, (7 (185 (i)
0 ) 2 o \2 4 o \2'14 6 o \2°1°6 8
[(L30 Ty Earor,
o \2°1°6 8 10
vamos a calcular por separado el valor de cada integral
s jus 2 jus us
/021dt:g7 /(J2kQSeH2(t)dt=T, /Oz(kzseHQ(t))th—%ﬂk4, /O(k‘QSQDQ(t))BdtZ?)%?TkG
% son2 (it = 35 / 205t — O3 10
/O (2sent(0) it = gk, [ (k2sent ()t = Sk
por lo tanto
z T (1\km (1 1\ 3 1 3 1\5 1 3 5 1) 35
1—k2sen2(dt = — — [ = |~ —(=.2) Tt —(=. 2.2 gk (.2 2.2 = k8
/0 ke sen(t)dt = 3 (2) 1 <2 4> 6™ (2 1 6> 52" (2 16 8> 256"
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Unidad 3 Funcién Logaritmo y Exponencial 3.1 Logaritmo a través de la integral.

(L35 T 1N 63 a0
2'1°6 8 10) 512

- (D) (DY e (L3R (L3 5\RS (135 TNES (135 7 9\ K
\2 2 2 4) 3 2 4 6/) 5

246 8) 71 2°4°6 8 10) 9

5]

Ejemplo Calcula la longitud de la gréfica de la funcién sen(z) en [0,

Solucién tenemos que segun la férmula

b
(.P)= [ VIFF@Pd

se tiene

[ iR [ - [ a2 (1 o Jo

us 2
2 1
:\@/ \/1— () sen?(z)dx en este caso k=
0 V2

y usamos nuestra férmula y tenemos que

L
V2

[ v =va(3) - (1) (&) - (33

V2 2 4 3 6 5
8 10
1 1
v V(B 15 1 oV () ) Lo iomssen
4 6 8 7 2 4 6 8 10 9 o
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Unidad 3 Funcién Logaritmo y Exponencial 3.1 Logaritmo a través de la integral.

Longitud de la Lemniscata'

Dada una ecuacién de una curva en coordenadas polares

(f(B)cos 6, f(0)sen )

Tenemos que su longitud serd

/ V([f(8)cos 6])? + ([f(6) sen 6])*d6 /ab NIEOESEOR.

Ahora bien dada la ecuacién de la lemniscata

r? = 2a%cos 2t

Tenemos que su longitud seréa

b
/ \/2@2 cos ot 4 207 sen2t 2a? sen? 2t g = / \/2@2 cos? 2t + 2a? sen? 2t gt = \/_a/
cos 2t o cos 2t Veos 2t

de donde

b b
dt dt
ﬁa/ —:\/ﬁa/ S
o Vcos 2t o V1—2sen? t

Definicion 2. A las integrales

| = o<k
0 1 — k2 sen?(t)

se les conoce como integral eliptica de primer especie
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Unidad 3 Funcién Logaritmo y Exponencial

3.1 Logaritmo a través de la integral.

Vamos a mostrar un método para aproximar estas integrales

Ejercicio Demuestra que si 0 < k < 1

3 1 T 1\? 1 3\?
— dgt=(=) 1+ (= k2+<-> K+
/o 1 — k2 sen?(t) <2)< (2) 2 4
2
77777 . —_— — 10
(2 163 10> F )

13 5 7 9

Demostracion. dado el binomio de Newton

(a+b)" = a”—f—na"‘lb—i—n(nm_ 1)a”_2b2+n(n - 13)'(n - Q)a”_gb?’—i—n(n - 1)(”4!_ 2)(n — S)Gn—4b4+. B
tenemos que
(1_1.)_% _ l—é_i_(_;) 1—%—1(_x)+ (7%) (;'% B 1))1—1—2(_$)2+ (7%) (7% ;'1) (7% B 2) 1—1—3(_x)3+
CLV(Z1q)(—1 9y (L_ )
(D= (=263 4,

por lo tanto si hacemos = = k? sen?(t) se obtiene

- k?sen?(t)

§:1_|_

(1 — k*sen’(t))

por lo tanto

3 3 2 gen2
/ 1 dt:/ (1+k sen(t)+(1_3
0o +/1—Fk?sen?(t) 0 2

dx
V-0 -2

Solucién tenemos que haciendo el cambio x = 2sen(¢) obtenemos

2
Ejemplo Calcular /
0

2 cos(t)dt

1+£+1§x2+ 1%?
2 2 4 2 4 6

2 2 2
m 1N? 5 /1 3\? , (13 5\, (1
(2)(”(2) k+<2 4> k+<2 4 6> k+(2

5T (; . 2) (K% sen?(t))% + (2 v 6) (K sen?(t))% + - -

B30 TV s (L35 T 9Y
4 6 8 2 4 6 8 10

[ME]

2 cos(t)dt

/5
—~ 0

z=2sen(t)
doz=2 cos(t)dt

2 dx
/0 V(4 =2?)(9 - 2?)

/(4 —4sen2(t))(9 — 4sen2(t))

-,

\/(4(1 —sen2(t))(9(1 — 3 sen?(t))
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Unidad 3 Funcién Logaritmo y Exponencial 3.1 Logaritmo a través de la integral.

5 ZCOS 3 cos(t 1 z dt
/ Z\/ —sen?(t)(9(1 - 3 1 sen2(t)) / Wﬂ Sen2 (§> /O Vi1- %sen2(t)

4 2
en este caso k? = ) = k= 3 y usando nuestra férmula

O =GO (0 6 G 1) () (1) (5)) zooomoms
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