Uniddad 7 Series 7.5 Reordenamiento de los términos de una serie.

Reordenamientos de Series '

9]
> an
n=1

es una serie infinita y f : N — N es una biyeccion, entonces la serie

o0
> ar.,
n=1

Definicién 1. Si

es una reordenacion de la serie original

Ejemplo Dada la serie armonica alternada
1

11+11+1+
2 3 4 5 6 7

hallar la reordenacion -
> asm
n=1

para f3n+1)=4n+1, f3n+2)=4n+3y f(3n+3) =2n+2

Solucién En este caso

a1 = af(3(0)+1) = A4(0)+1 = a1
a2 = Gf(3(0)+2) = A4(0)+3 = 43
az = af3(0)+3) = A2(0)+2 = G2
a4 = Qf3(1)+1) = A4(1)+1 = A5
as = Af(3(1)+2) = A4(1)+3 = a7
ae = Af(3(1)+3) = A2(1)+2 = @4

Obtenemos entonces
ySCAINRTE I VR VS 0 O N
LA T R S A R R VI
es decir de la serie armoénica alternada se tienen

dos términos positivos seguidos de un término negativo.

Ejemplo Dada la serie armoénica alternada

1 1+1 1+1 1+
2 3 4 5 6 7

Supongamos que se tienen las siguientes reordenaciones

> 11 1 1 1 1 1 1 1
Zaf(n):1—§—Z+§————+—————+7m
n=1
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Uniddad 7 Series 7.5 Reordenamiento de los términos de una serie.

es decir de la serie arménica alternada se tienen
un término positivo seguido de dos término negativos.

Z S S NI S U A B
N R ST LR SR S S
o) =TT s T 9 T 4T T T 9Tl 6 8

n=1

es decir de la serie arménica alternada se tienen
tres términos positivos seguidos de dos términos negativos.

Z 1+1+1+1 11 1+1+1+1+1 101 1
u 1 11 1 1 o 1 1o
fn 5'7 2 4 69 1315 8 10 12

es decir de la serie arménica alternada se tienen
cuatro términos positivos seguidos de tres términos negativos.

Ejercicio Suponga ahora que se tienen p términos negativos seguidos de q términos negativos

Z 1+1+1+ 1 1 1 1
afr(py =14+-+-+:-—-—-- = — — . — —_—
f) = 5 w—1 2 4 2
Probar que
1 1 1 1 1 1 1 P
T e — 4. =In(2)+ZIn( %
Zaf(" + = +5+ -1 2 1 2q+ n()—|—2n<q>
Demostracion. tenemos que
1 1 1 1 1 1
=l e ... _ =
Swron =1+ 3+ 5+ -1 2 4 2
SEPUE U U U U B SRS SRS SN W S SRR §
273 4 5 6 2n—1 2 \2 2w) 2 4 2q
I I T ) Y I I,
B 2 3 2p 2 2 D 2 2 q
1 1
=7+ I(2p) = S(v +1n(p)) — 5 (v +In(q))
1 1
= In(2) + In(p) — 5 In(p) - 5 In(q)
1
= In(2) + 5 (In(p) — In(q))
1 p
=In2)+-In( =
n(2) + 3 n(q)
O
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o0
—1 n—1
Ya probamos que la serie alternada E L = In(2). Ahora vamos a reordenarla y obtendremos di-
n
i=1

ferentes sumas de la misma serie.

=1
Usaremos el resultado probado en clase Z 5= In(n)+v si n— o0
k=1
Ejemplo Calcular la suma
2 4 3 6 5 10 12 7 14 16

g 1 1+1 1 +1 1 1+1 1 1+ N 1 1 1
dn 2 4 3 6 8 5 10 12 7 14 16 n—1 4n—2 4n
—1+1+1+1+ + 1 1+1+1+ + 1 +1
N 3 5 7 on—1 2 4 6 dn—2  4n
—1+1+1+1+1+ + ! +1 1+1+1+ +1 1+1+1+ + ! +1
T 2345 2n—1 2n \2 4 6 on 2 4 6 dn—2  4n

Ahora si tomamos lim S, tenemos que
n— oo

mEn) +y—+ (14t eyt b
= 1n —_— —_ — e —_ _ = — — e _
YTy 273 n) 2 273 m

— In(2n) 47 — % (In(n) + ) % (In(2n) +7)

In(2) + In(n) — %ln(n) — %ln(Q) — %ln(n) = %111(2)

Y con la féormula arriba encontrada con P=1y Q=2 se tiene

In(2) + %m (;) —In(2) + %(111(1) ~n(2)) = In(2) - %111(2) - %m(g)

es decir nuestra férmula es correcta.

Ejemplo Calcular la suma

14 1 1 1 + 1 1 + 1 1 1
3 2 5 7 4 9 11 6
Soluciéon para esto consideramos la suma parcial
g _1+1 1+1+1 1+1+1 1+ " 1 n 1 1
T3 2T 49 11 6 n—3  4dn—1 2n
EIIE S I B SR S
N 3 5 7 4n—3  4n—1 2 4 6 n
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—1+1+1+1+1+ + 1 + L + 1 +1 1+1+1+ +1 1+1+1+ +
234 5 dn—3 4n—2 4dn—1 4n \2 4 6 dn 2 4 6 on

Ahora si tomamos lim Ss3, tenemos que
n— o0

mn) +y—+ (1414 2 LY PN
= 1n —_— —_ — e e _ = — — e —
YTy 273 om) 2 273 n

— In(4n) 4 — % (In(2n) +7) — % (In(n) +7)
21n(2) + In(n) — %ln(n) - %m(z) - %ln(n) _ gln(Q)

Y con la férmula arriba encontrada con P=2 y Q=1 se tiene

In(2) + %m (f) () + %(m(z) “1n(1)) = In(2) + frac12In(2) = ;111(2)

es decir nuestra férmula es correcta.

Ejemplo Calcular la suma

S 71+1+1 1 1+1+1+1 1 1+ n 1 n 1 n 1 1 1
o 3 5 2 4 7 9 11 6 8 6n—5 6n-—3 6n-—1 4n—2 4n
SR I I I R T P
- 3 5 7 6n—5 6n—3 6n—1 2 4 6 dn—1  4n
—1+1+1+1+1+ + 1 + ! + 1 + ! + 1 +1 1+1+1+ +1
B 2 3 4 5 n—5 6n—4 6Mm—3 6n—2 6m—1 6n 2 4 6 6n
1+1+1+ +1
2 4 6 4n
IRV I WU S VU U S S P S
- 2 3 4 5 6n—5 6n—4 6Mm—3 6L—2 6M—1 6n 2 2 3 4 3n
1 1+1+1+1+ +1
2 2 3 4 2n
Ahora si tomamos lim S5, tenemos que
n— 00
1 1
:1n(6n)+7—5(1n(3n)—|—7)—§(1n(2n)+'y)

— 1n(6) + In(n) + 7 — %ln(n) _ %111(3) _ %ln(n) _ %111(2)
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— In(2) + In(3) — %111(3) _ %111(2) —In(2) + %111(3) _ %111(2)
=In(2) + % (In(3) = In(2)) = In(2) + %ln <g)

Y con la féormula arriba encontrada con P=3 y Q=1 se tiene

In(2) + %m (;)

es decir nuestra férmula es correcta.

Ejemplo Calcular la suma

11 1 1 1 1 1
l+s4+-4+--—~—= ottt - — -

3T T T2 T s e T T BT s 10 12
para esto consideramos la suma parcial
Sm=ltsti4z—t-t 1y o, b, 1, 1 1 1 1
3 5 7 2 4 6 -7 8 -5 8n—-3 8n—-1 6n—4 6M—2 6n
nbeble gl L 1L (L
3 5 7 8n—7 8n—-5 8 -3 8n-—-1 2 4 6 6n—4 6n—2 6n
iyl oy 1t v, 1o 1ol
2 3 4 5 8 —7 8 —-6 8n—-5 8&—-—4 8n—-3 8&n—-2 8n
(Codibvr g D) (Ll b )
2 4 6 8h—4 8n—-2 8n 2 46 6n
:1+1+1+1+1+-~-+ ! + ! + ! + ! + ! + ! +i—
2 3 4 5 8n—-7 8 -6 8n—-5 8—-4 8r—-3 8n—-2 8n
e RS T(RT e s paey
2 2 3 4 dn—2 4n—-1 4n 2 2 3 4 3n
Ahora si tomamos nl;ngo S7, tenemos que

1

— In(8n) 4+ — % (In(dn) +7) — 3 (In(3n) +7)

1n(8)+ln(n)+’y—% ln(n)—% 1n(4)—% ln(n)—% In(3) = ln(23)—ln(2)—% In(3) = 21n(2)—% In(3) =In <:/1§>

Y con la formula arriba encontrada con P=4 y Q=3 se tiene

In(2) + %ln <§) =In(2) + %(111(4) —1In(3)) =1n(2) + In(2) + %ln(i’)) =2In(2) — éln(S)

es decir nuestra férmula es correcta.
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