Unidad 7 Series 7.6 Ejemplos elementales de series de potencias.

Serie de Potencias '

o0 o0

Definicién 1. A una serie de la forma Z Cpx™ ¢ de la forma Z Cp(x — x0)" donde Cy,Cs,...,Ch, ...
n=0 n=0

son constantes se le llama serie de potencias

Como el cambio de variable T = x — x( , lleva las series del segundo tipo a las primeras, es suficiente
trabajar las primeras.
Lo primero que vamos a determinar cual es su dominio de convergencia.

Ejemplo La serie

l+o+a®+2° 4+ +2" 4+ converge si |z| <1
Ejemplo La serie
o0
Z nlz"™  converge si xr =0
n=0

Esto se puede determinar usando el criterio del cociente, tenemos que

n+ 1)lzntt
lim (n+ Dt = lim (n+ 1)z la cual converge si =0
Ejemplo La serie
oo xn
E — converge V zeR
— n!

Esto se puede determinar usando el criterio del cociente, tenemos que

zn+1

Tt T G L P

n— 00 T n—oo N +

=0<1 por tanto converge VxR

Ejemplo Aplicando el criterio del cociente, indique el intervalo de convergencia para la serie

o0 "En
on
n=0
Solucién Sea
xn
ap = 27
segun el criterio del cociente
wn+1
. Ap41 . B . 1
lim |22 = 1im QZ,L =— lim |z| = <|z|
n—oo | @y n—oo | £ 2 n—oo 2

Se tiene que

1
§\x|<1 & <2 & —2<x<2

por lo tanto el intervalo de convergencia es z € (—2,2)

¥ TFacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Calculo Diferencial e Integral IT 1



Unidad 7 Series 7.6 Ejemplos elementales de series de potencias.

Ejemplo Aplicando el criterio del cociente, indique el intervalo de convergencia para la serie

i (=D)"(z 5"
4nn
n=1
Solucién Sea . .
()
" 4nn
segun el criterio del cociente
(—1)"+1(z—5)n+? )
Ot | 47 F T (1) e . n _
A= = | | = 5 i 4(n+1>\ 717 =9l

47 n

Se tiene que
1
1|x—5|<1 & |lr-5<4 & 1<ax<9

por lo tanto el intervalo de convergencia es © € (—2,2)

Series de Fourier '

Una expansion trigonométrica de una funcion f(x) esta dada por una sumatoria o serie del tipo:

ap + Z ay cos(kx) + by sen(kx)
k

Esta serie puede ser finita o infinita.

Las expansiones trigonométricas surgieron en el siglo 18 durante estudios de vibracién de cuerdas y otros
fenomenos similares pero no fueron tratadas de una manera sistematica sino hasta que, en 1808, Jospeh
Fourier escribi6 "Théorie Analytique de la Chaleur"(Teoria Analitica del Calor), donde realiz6 un estudio
detallado de las series trigonométricas las cuales utiliz6 para resolver varios problemas relacionados con
la conduccién de calor. Su trabajo fue controversial en su momento y, ain después de dos siglos, las series
de Fourier son importantes, tanto practica como teéricamente y siguen siendo objeto de investigacién.
Una serie de Fourier esta dada por:

Sp(x) = ap + Z ay, cos(kx) + by sen(kzx)
k=1

los coeficientes de esta serie estan dados por

aozi/jf(x)dx

1 T
ay = — f(x) cos(kx) dx
m —1Tr
1 T
b = — f(z)sen(kx) dx
™ —Tr
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7.6 Ejemplos elementales de series de potencias.

Ejemplo Hallar la serie de Fourier para f(z) =z

Solucién Hallamos los coeficientes de Fourier

L[ 1 (2 sen(kx) " 2 sen(kz) 7
ay 71_/_Troccos(gc)gg ﬂ( : k
f=x2, dg=cos(kz) dz o -
df =2z dzx, g=%
_ 1 (4mcos(nk) _ 4cos(mk)
o k2 = 12

k2

/

us

cos(kx) dac)

Por ultimo, como sabemos que nuestra funcién es par, entonces sabemos que by es cero. Sustitu-

yendo, tenemos que nuestra serie estd dada por:

2

T " 4cos(mk
Sp(x) = — 4+ Z % cos(mk)
k=1

3

Si quisieramos encontrar los 4 primeros términos tendriamos que la serie estaria dada

2

Sy = T4 4 cos(m) cos(z) + 3(4 cos(2m) cos(2x)) + %(4 cos(3) cos(3x))

3

Sabiendo que coseno de cualquier multiplo par de pi es 1 y de cualquier multipo non de pi es -1:

w2 4
Sy = —4cos(z) + cos(2z) — 9 cos(3x)

En una grafica podemos ver como la funcién f(x) = 22 y la serie de fourier para n = 5 son muy

semejantes
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