Uniddad 7 Series 7.1 Definicion y ejemplos de sucesiones y series convergentes y no convergentes.

Definicion y Ejemplos de Series I

Definicion 1. Al sumar los términos de una sucesion infinita {a,}3° obtenemos una expresion de la
forma

ay+azx+as+...+a, + ...

que se llama serie infinita, o tan solo serie, y se representa con el simbolo

oo
E a, o bien E an
n=1

Para calcular el valor o analizar si tiene un valor examinaremos las sumas parciales
Sl = ax

Sy = a1 + as

S3 =a1 +as + as

S4:a1 +a2+a3+a4

S, =a1+ ... +ay,

Estas sumas parciales forman una nueva sucesion {S,} que puede tener limite o no. Si 3 lim S, = s
n—oo

(como numero finito), entonces decimos que es la suma de la serie infinita.

o0
Definicién 2. Dada una serie Zan =a1+as+..+a,+.., sea {S,} el simbolo de su n-ésima su-

n=1
[eS)

ma parcial es decir S, = E anp =a1+ag+ ...+ a,. Si la sucesion {S,} es convergente y si existe
n=1

lim S,, = s como niumero real, la serie g an se llama convergente. El nimero s se denomina suma
n—oo

de la serie. Si la serie no converge, es divergente.
Ejemplo. (Serie Geometrica)Tenemos que

a+ar+ar2+...+ar”_1—l—...:Zar”_l a#0
n=1

En este caso se tiene que

Si r#1 S,=a+..+ar" ' =rS, =ar+ar®+ ... +ar"

=Sn—rSp,=a—ar"=S,1-r)=a(l—1")= 5, = Li::n)
Si|r| <1 r™— 0 cuando n — oo, con lo cual
lim S, = lim 202 g, @ @
n—o0 n—00 -7 nsocol—r 1—7r 1-—7
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Uniddad 7 Series 7.1 Definicion y ejemplos de sucesiones y series convergentes y no convergentes.

a(l—r"
Sijr|>1 lim S, = lim Q:oo
n—o00 n—oo 1 —r
y en tal caso la serie diverge.

Ejemplo. Calcula 5 — 12 + 20 — 20 4 el primer término es 5 y la razon comtn es —2 por lo que

10 20 40 2 4 8 2 5 5
5 — 4 2 2 =5(1—-=4+-_- = =5 il Ll g =-=3
579 A=gtg gt ;( ) 1-(3) 2
Ejemplo. La serie Z 22731-n ;65 convergente o divergente?
n=1
227131777, — — 4(= n—1

se trata de una serie geometrica, con a=4 y r = % y dado que % > 1 la serie es divergente.
Ejemplo. Escribir el niimero 2,317 = 2,317171717171717... como una relacién de ntimeros enteros.
Tenemos que

_ 17 17 17
2,317 = 2,317171717171717... = 2 — t—+ —
317 SBL7171717171717 3+ 103+105+107
Serie geometrica con a:% Y 7‘:10%
17 17
703 o 23 17 1147
—934 W _pgy T 2 oL Y
- o7 100 10~ 990 495
Observemos ahora la siguiente figura
1
1 27]
A5 |1
e
Py
- |
1 o5
1 2 -
|
A2
1
Segun la figura
LI
2 22 23 T
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Uniddad 7 Series 7.1 Definicion y ejemplos de sucesiones y series convergentes y no convergentes.

Ahora segun nuestra férmula

1 1 1 1 1 1 1 1, 1 1
s+ =4+.=-14+4+s5+=+..)== =—-(2)=1
2+22+23+ 2(+2+22+23+ ) 2(1—%) 2()
Observemos ahora
I
1
B2
3
|
=
3
Segun la figura
LR S I
332 38 72
Ahora segun nuestra formula
1 1 1 1 1 1 1 1, 1 1,3 1
ey (T P =-(2)==
3+32+33+ 3(+3+32+33+) 3(1—%) 3(2) 2

Ejemplo.- Sea el tridngulo
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Uniddad 7 Series 7.1 Definicion y ejemplos de sucesiones y series convergentes y no convergentes.

=

cada una de las area representa 4% del area total del tridngulo por lo que segin el dibujo ;11 + 4% + 4% +
1

4%1 + ... = 3 del area del triangulo original, ahora comprobemoslo con series, tenemos que

o0
1 1 4 4 1
;(4—”) = 11— = § restamos 1 § —1==

PN

se resta 1 pues la serie geometrica debe comenzar en 1 y en nuestro ejemplo no comienza en 1.

Teorema 1. Prueba del término general Si Z a, converge entonces a, — 0. Equivalentemente si a,=¥0

entonces E a, diverge

n
Demostracion. Supongamos que Z a, converge a S. Sea S, = Z ai entonces S, — S.

k=1
Notemos que

Sn—i—l - Sn + Ap+1 = Ap+1 = Sn+1 - Sn

por lo que se tiene
lim apy1 = lim Sp,41 — S, = lim Sy — lim S, =0—-0=0
n—oo n—oo n—oo n—o0

por lo tanto

lim a, =0
n—oo
O
- n
Ejemplo.-La serie Z —— — es divergente pues
P on + 11
n 1
lim — =—
A Sn1l 570
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Uniddad 7 Series 7.1 Definicion y ejemplos de sucesiones y series convergentes y no convergentes.

La condiciéon del término general es necesaria pero no suficiente.

Serie Armonica '
n

. . 1 . . .
Ejemplo.- La serie E — conocida como la Serie Armonica cumple
n
i=1

Iim — =0
n—o00 N

pero dicha serie es divergente, para comprobarlo vamos a ver como se comportan las sumas parciales

Si1=1
1
S2:1+§
1 1
S3=14+=-+=
3 +2+3
1 1 1
:1 — — —
Sy +2+3—|—4
1 1 1 1
:1 — - — —
Ss +2+3+4+5
11 1 1 1
Se=1+=-+-+-+-+—=
e=l+5+s+ +:+5
Sr=14iqpiy 11
T T2 3T 56 7
Ss=14otiriqply ]
ST T2"3 4576 78
S—1+1+1+1+1+1+1+1+ +1
"7 2734 5 6 7 8 Tolom
De los términos anteriores vamos solo a considerar los San, es decir
1
52:1+§

R I (L DRI (A D R
17T 34 2" \4"4) " T2"2
N 1
8

Ss=t4sa (e )yt Dy Ll Ll oyl
8T T\ 3, 576 7' 8 2" \14"1 8 8 '8)
1 1 1 1 n n+2
p=ld—F ()bt —>14==
So +2+<3+4>+ +om > 143 5
por lo que
2

lfm Sy > lim 202 — oo

n—oo n—oo
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Uniddad 7 Series 7.1 Definicion y ejemplos de sucesiones y series convergentes y no convergentes.

Por lo que S,, tiene una subsucesion que al no estar acotada es divergente, por lo tanto

1
Zi es divergente
n:ln

Series Telescopicas I
(o]

Dada una sucesion {a,} la serie E @y — apy1 es llamada serie telescopica debido a la naturaleza teles-
n=1
copica (o colapsada) de sus sumas parciales, entonces

n
S, = Z ar — ag+1 = (a1 — a2) + (a2 — ag)... + (an — Gpy1) = a1 — Gpy1
k=1

por lo tanto, una serie telescopica converge si y solo si la sucesion {a, } converge
o0
. 1
Ejemplos.- Calcular E _—
—n(n+1)
Sol. lo que vamos hacer primero es expresar a,, como una diferencias de sucesiones b,, 1 — n,, en este
caso tenemos que:

1 n+1l—n n+1 n 1 1

nn+1) nn+1) nn+1) nm+1) n n+l

por lo tanto

> 1 =1 1 1
27:277 = lim S, lim 1— =1
n(n+1) n n+l noce T ~n-oo n+1

n=1 n=1 *
*
1
51:1—5
1 1 1
—1_—4-_Z
52 2 t373
1 1 1 1 1
Ss=l-5+t573%571
Su—S5—1 %+§ g+§ Z+ +% Lo,
mTs n+l = n+l
Iim S, = lim 1— 1 =1

Por lo tanto

> 1 ) ) 1
Zizhmsnzhml— =1
— nn+1) nooo n—»00 n+1
= 2n+1
Ejemplo.-Calcular Z — 5 lenemos que
—n*(n+1)
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7.1 Definicion y ejemplos de sucesiones y series convergentes y no convergentes.

Por un lado

(n+1)2—n*> n*+2n+1-n>  2n+1
n?(n+1)2 n2(n+ 12  n2(n+1)2
Por otro lado
(n+1)?—n* _ (n+1)?* n? s i bl 1
n2(n+1)2  n2(n+1)2 n2(n+1)2 n2m+17 #En+1)2 n2  (n+1)?
Por lo tanto
2411 1
tn = n2(n+1)2  n2  (n+1)2
asi tenemos que:
1
S1 = 1-— Z
b 1
2T Ty Ty
el r1nn
BT 744 99 16
1 1
S,=1-— — — —_—— =1l
T R B R e I T
, , 1 .
Al S = lim 1= oy =
Por lo tanto
= 241 1
=lmS,=liml—-—+==1
nz::l 7’L2(n + 1)2 n—oo n—o0o (n + 1)2
Ejemplo.-Calcular i ! Tenemos que
Jempro. 2o @n—1)2n+ 1) q
Por un lado
2n+1)—(2n—-1) 2n<+T 2n—=T 1 1

(2n+1)(2n—1)

Por otro lado
2n+1)—(2n-1)

2n+1)—(2n—1)

T 2eFD2n—-1) (n+1)2e—1)

m—1 2n+1

2

@2n+1)(2n—1) 2n+1)(2n—1)

asi

1

2 1

1 1

(2n+1)(2n—1)

1 1

@it D@n—1) 2n-1 2n+1  @GntD@En-1) 2

Por lo tanto

1 1 1 1

( )

m—1 2n+1

ap =

@n—nmn+1):§(

1 1
= — 1——
n=a(3)

asi tenemos que:

m—1 2n+1

)
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Uniddad 7 Series 7.1 Definicion y ejemplos de sucesiones y series convergentes y no convergentes.

T N T (R

limS’n:lim(l ! ):;(1):;

> 1 1 1 1 1
> = lim S, = lim = (1 =-(1)==
ot (21’L — 1)(2n + 1) n—00 n—oo 2

Por lo tanto

T omt+1) 2 2
Ejemplo.-Calcular i L Tenemos que
' — (3n—2)(3n+1)

Por un lado

(3n+1)— (30— 2) 3n+T 3n—7 1 1

BGn-2)Bn+1) (Be+rDBn-2) Gn+l)Ba—2] 3n-2 3n+l

Por otro lado

Bn+1)—B3n—-2) Brn+1)—Brn-2) 3

Bn+1)(Bn—-2)  (2n+1)(2n-1) (3n+1)(3n —2)

asi

3 R SR SN 1 1 11
Bn+1)(Bn-2) 3m-2 3n+1  Bn+1)Bn-2) 3\3n-2 3n+1

Por lo tanto

1 1 1 1
an = = —
(Bn—-2)3n+1) 3\3n—-2 3n+1

asi tenemos que:

1, 1,11

%273 117
1 11 1 1 1
ss=s(logHtg—s+z-

3 77 10
L e R
"3 0 7 3p- 3n+1/) 3 3n+1
1 1

h’mth'm<1 ! )(1)
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Por lo tanto

> 1 1 1 1 1
E = Ilim S, = lim = (1 =-(1)=-
ot (3TL — 2)(37’L + 1) n—o0 n—o00 J

S 3n+1 3 3
Ejemplo.-Calcular i _
— (n)(n+3)
Tenemos que
Por un lado
(n+3)—(n) n+3 o 1 1

(m)(n+3) — (+3)(n) (n+3)pf n n+3

(n+3)—(n) n+3-n 3

Por otro lado

(n)(n+3)  (m)(n+3) (n)(n+3)

asi

3 1 1 1 11 1
M) (n+3) n n+3  (n)(n+3) 3\n n+3
Por lo tanto

T R Chres)

asi tenemos que:

U SR
273 42 5
11,1 11
%= 3 1727573 %
_1( Z+l 1.1 L& 1
=3 2 573 &6 7
5 _1 17%+17%/+1*1+§*1+g*1
73 2 3 6 7 8

Sp—tfpptypt L 1 1
"3 2 3 n+l n+2 n+3
1
3

lim S, = tim (14242 b Ly LA 1 1y 11y 1
L 3 n+l1 n+2 n+3/) 3 2 3/ 3\6/) 8

n—oo n—oo

Por lo tanto
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