Uniddad 7 Series 7.2 Criterios de convergencia para series con términos positivos.
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Teorema 1. Criterio de la forma limite de la prueba de comparacion Si g an Y E b, tiene términos
n=1 n=1

L. . , o Qp . . . .
positivos y st 0 < lim — < oo entonces ambas series divergen o bien ambas series convergen
n—oo
n

. ; a .
Demostracion. Supongamos que lim b—" = L por tanto existe un N tal que |3 L‘ < eparan > N

n—oo n
por lo tanto

i

b <6$—6<——L<6:>—6+L<f<e+L

bn bn
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= (—e+L)by <an<(e+L)bp= Y (—e+L)by< Y an< Y (e+L)b,
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Por lo tanto por el criterio de comparacion la convergencia de Z b, implica la convergencia Z an 'y
n=N n=N
oo (oo}
la divergencia de Z an, implica la divergencia de Z bn, O

n=N n=N

Observacion: Las series anteriores empiezan en n = N, pero esto no afecta la convergencia o divergencia
de las series pues solo se omiten un namero finito de ellos.

Ejemplo Examinaremos Tenemos que
Z Tv/n(2n+1

1

v/n(2n+1) _ n _ 1 1 1 1

% B n(2n +1)  (nentl) \/n(2n2+1) - \/2n+1 B 2—|—%

Por lo tanto 1
=-<
5 00
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y como la serie E — d1verge entonces la serie E \/7 diverge

n= 1

Teorema 2. Criterio de la Razon Supongase que para alginr <1 yVn > N a, >0y % < r entonces
oo
la serie Z a, es convergente

n=1

Demostracion. Tenemos que

An+1 < _ .2 k
<r=apt1 ray = apto <Trapy1 KT XTAR =770, por lo que aptyp <ra,
an,
por tanto
N+k
k 2 k an
Zan:aN+aNr+...+aNT <an(l+r+r+..+7r —|—...):1
n=N -r
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N-1 0o
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por lo que las sumas parciales de E a, estan acotadas por E an + N por lo tanto E an converge.
—-T

1

n=1 n=1 n=1
Si lim =7 > 1 entonces tomamos un 1 < s < r para el cual existe ng € N tal que

n—oo

an+l
27

>sVn>ng = g1 >80, V>N = apio > Sang1 = s(say) = s%a, ¥ n > ng

de esta forma
anyk > ans® > an

esto quiere decir que los términos a,=*0 por lo tanto la serie es divergente
Para el caso r = 1 vamos a mostrar con un ejemplo que el criterio no proporciona informacién.

[ee]
1
Para las serie E — Se tiene que
n

n=1

Gnt1 7yl n 1

a, L :n+1_1+l\/_>-/1
n " n—oo
1
Para le serie y E 3
n=1
an-‘,—l = (’I’Lil)2 = n2 = 1 — 1
an Ea (n+1)2  (1+3)? >

O

en el primer caso ya hemos probado que la serie diverge, y para el segundo caso ya hemos probado que
la serie converge por lo tanto si r = 1 el criterio no decide sobre la convergencia o divergencia de la serie.

oo
Ejemplo Determinar el caracter de la serie E 30 se tiene que

n=1

n+1 n
FrrT 3"(n+1) 1 11
fm 3" — g 2T C g =z
am T = i e =g b D=

3

1
por lo tanto r = 3 < 1 por lo tanto la serie converge.

o0
n!
Ejemplo Determinar el caracter de la serie Z on’ se tiene que
n=1
(n+1)!
- o 9" (n+1)! 1
lim 2“ = lim Pt DI _ 1 lim (n+1) — oo
n—o00 lﬂ n—ooo 9ntlp! 9 n—oo ~~
9 n—o0
por lo tanto la serie diverge.
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Criterio de la integral La siguiente prueba llamada prueba de la integral, también es una prueba
del tipo comparacién pero en este caso la comparacién se realiza entre una integral y una serie, en lugar
de entre dos series.

Teorema 3. Criterio de la integral Supdngase que f es una funcion positiva y decreciente en [1,00), y
s o)
que f(n) = a, V n. Entonces Z a, converge si y solo si la integral impropia / f(z) dx converge. Si
1

n=1
la integral diverge, la serie diverge

oo
Demostracion. Supongamos que existe la integral / f(z) dzx. Como
1

f(n)</7i1 flz)de ¥V n>2

si la integral es convergente, se cumple

F@) 4 FG) +-+ fn) < / " flaydr < / " fa)de

oo
lo que significa que la sucesion {5, } de las sumas parciales esta acotada, es decir, E an €es convergente.

n=1

o0
Si / f(z) dz es divergente, para n > 1 se cumple:
1

n+1
f(n) > / f(@)dz

es decir it
FQ) + F@) +f@) + o+ f(n) > / f(2)da

y como

oo
entonces la serie E an es divergente O

n=1
Ejemplo Analizar la convergencia o divergencia de

=1
>

n=1

. . 1 . . ..
Vamos a considerar la funcion f(z) = — que es una funcion decreciente y una particion
T

o0
P ={a1 =1,as =2,a3 = 3,...,a, = n} por lo que podemos comparar la integral / — con la
1 X
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=1
serie E —;- por lo que
n
n=1

> 1 ) " A 1 1 1
f e Jim, gt = Yo, Sl = o G -

la cual convergesik—1>0=%k>1
ydivergesik—1<0=k<1
Teorema 4. Criterio de la Raiz o de Cauchy

o0 o0
Sea o tal que 0 < v < 1. Si Z an es tal que Ya, < a V n > p entonces Z an converge

n=1 n=1

Demostracion.

o0 o0
Si Vn>p Ya, <a = a,<a" = Zan§2a"

o0 o0
como E ' converge entonces E a, converge, solo anadimos los p — 1 términos faltantes, por lo tanto

n=p n=p
oo
E a, €s convergente
n=1

Ahora bien si V n > p se tiene que /a,, > 1 entonces

lim a, #0 — Zan diverge

n—o0
n=p
oo
agregando los p — 1 términos faltantes se tiene que Z a, es divergente
n=1
O
o0 n
2n+3
Ejemplo Muestre que la serie es convergente
oo Mt g o seie 3 (31°75) e comer
para esto se tiene que
Jf2n+3\" 2n+3 L g 23 242 -
= m = 1m = -
3n+2 3n+2 n—o0 3n + 2 n—><x>3—|—% 3
por lo tanto la serie converge segin el criterio de la raiz
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