Uniddad 7 Series 7.3 Series alternantes y convergencia absoluta de una serie.

Series Alternantes '

Definiciéon 1. Si {a,} es una sucesion de nimeros positivos, entonces ambas series

S a, oy Y (-1 "an

son llamadas series alternantes es decir una serie alternante es una serie es una serie cuyos términos
son alternadamente positivos y negativos por ejemplo

1 1 1 1 1 (=1t
l— - o=y
2+3 4+5 6Jr 7; n
SR A PP Sy e Vi
2 3 4 5 6 7 “Zn+l

Teorema 1. Prueba de la Serie Alternante Si la serie

(=1)" 'y =b1 —bo+ b3 —bg+bs —bg+ ... (by) >0
n=1
cumple con lo siguiente:
a) bpy1 <bn
b) lim b,=0
n—oo

entonces la serie
oo

Z(_l)n—lbn

n=1
converge

Demostracion. fijemonos en las sumas parciales pares e impares de la serie

Pares Impares
So=b1—02>0 S1=b2>0
Sy =83+b3—bs > 5 S = Sa+bs > Sy y S3=b1—batbs = b1—(ba—b3) < 51
Se = Sa+bs —bg > Sa S5=S81+b5>8s y S5=255—(ba—b5) < S
En general Sy,19 = Son + bopy1 — bap > Sop En general Sy,411 = Sop + bapt1 > Sap
también S, = Son_1 — ban, < Son_1 también Sapy3 = Sont+1 — bonto + bants > Sonta

Por lo tanto
So <83 <86 < ... < 5o

S512>853>85> > Agpiq
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vamos a comprobar que Si < Sy, si k es par y £ es impar.
Para ello tomamos £ < 2n y £ < 2n — 1 y tenemos que

Sk < Sopn < S2n-1 <8¢ = Sp <5
ahora bien
Son =b1 —by +b3 —bg+bs —bg+ -+ bap—1 — by = by — (bg —b3) — (ba — bs) — -+~ — (ban—1 — ba2n)

todos los términos entre paréntesis son positivos, de modo que S5, < b; Vn por lo tanto las sumas
parciales se incrementan y estan acotadas superiormente por lo tanto convergen, es decir,

lim Sgn =5

n—oo

Por otro lado
lim S2n+1 = lim Sgn + b2n+1 = lim SQn + lim b2n+1 =5 + 0==S
n— oo n— o0 n— oo n— oo

por lo tanto la serie es convergente O

1 3 1
Ejemplo.-Probar que la serie 1 —In2 + 5~ In 3 + 3~ 1

4 1 n+1
n—
3
1 n 1 n+1
Para esto usamos la desigualdad <1 + > <e< <1 + > y a partir de ahi tenemos
n n
1

+o+ = —In
n

es convergente

1 1 1 1 1
nn(l+—-)<l<(mn+1)ln(l+~-] = n<—F—"5v<n+1 = ——<In nt < =
n n ln(1+—) n+1 n n

n

lo que quiere decir que la sucesion de valores absolutos es decreciente.

Ademaés 1
lim — =0 y lim In > =0
n—oo N n—o0 n
Por el criterio de leibniz, le serie converge.
Ejemplo Vamos a probar que la serie
& (71)n+1
Z n2 +5n+2

n=1

es convergente

Solucion En este podemos definir la funcién

1 2x + 5

S fla)= -t ) s x> 1
n? 4+ 5n + 2 f(z) (n?2 4 5n +2)2 sr=

fz) =

de manera que f(x) es decreciente.
POr otro lado

1
lim ——— =0
nl—>nc}on2—|—5n—|—2
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asi que por el criterio de serie alternante, la srie

= (-1

; n2 +5n + 2
es convergente
. N G . . :
Ejemplo -Vamos a probar que la serie Z ———— conocida como la serie armonica alternante, converge
n
n=1
a In(2)
Solucién Demostracion. Ya mostramos que la serie
1 3 1 4 1 n+1
1-In24+--In-+-—-In-+---4+——1
R T T S
es convergente
Por otro lado se tiene que
1 3 1 4 1 n+1
l-In24--In-4-—-In-+---+—-1 =
R R T S

1.1 1 3 4 n
I+-+s++—-|—-(Im24+n-+ns+---+1
<+2+3+ +n) (n +n2+n3+ +nn1>

) —(In2+mn3-In2+n4—-1n3+---+1In(n) —In(n — 1))

o 2 3 n

11 1
—(1+Z+-4...402) =1
(+2+3+ +n) n(n)

1 1 1
Consideramos la sucesién ~,, = (1 + 5 + 3 +-F > —1In(n)
n

Como es convergente se tiene entonces que

lim 7, =~

n—oo

este nimero es conocido como la constante de Euler y tiene un valor aproximado de 0,5772156649
esto lo podemos poner

Zgzln(n)—i—v st n — 00
k=1
= ()M
ahora bien regresando al problema de la serie alternante Z consideremos la sumas par-
k=1
iales S ii(*l)kfldd 2n. Sea h anl b Son = hon — hn ¥
1 = = . = —_ = —_
ciales S,, 2 onde m n. Sea h,, 2 A vamos a probar que Saj, om n VN
Por induccion
Para n—1 se tiene
Sy =1 L_1_ 14—1 1=hy—h
T2 2 2 Ce
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Suponemos que
S2n = hop — hn

y vamos a probar la validez para n + 1, se tiene que

1 1 1 1 1
h — g1 = (hon + —— (B + ——) = (hon — hy) + -—— — =
2n+1) 7 Bl (2 +2n+1+2n+2> ( +n+1> (h T R T

1 1

Sont o T Ton g e

por lo tanto la relacién es valida para todo n
ahora bien hg, =In(2n) 4+~ si n—ooyh, =In(n)++ si n — oo por lo tanto

n—oo

P
lim Sy, = lim hsy = hy = n(20) +7 —In(n) =7 = In (%‘) =In(2)
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