Unidad 1 Integral definida 1.2 Sumas superiores e inferiores (o sumas de Riemann).

Sumas Superiores e inferiores (Parte 5)

Definicion 1. Sea P = {xo, 71, -+ ,Zn} una particion P € P, 3). Definimos la norma de una particion
P como la longitud del mayor de los subintervalos

1P| = maz{(z; — x-1) | i =1, ,n}
Definicién 2. Sea f : [a,b] = R, f acotada en [a,b]. Se dice que f es integrable en [a,b] si y solo si

lim S(f,P)= lim S(f,P)

IPI—0=""" I1P]|—0
en tal caso .
= lim S(f,P)= lim S(f,P
/a / \IPlHoi(f ) | P[|—0 (, P)
Definicién 3. Sumas de Riemann Sea f : [a,b] — R, f acotada en [a,b] sean P = {xg, 21, - ,zn} y E =

{zf | xf € [wi—1,24],i = 1,...,n}. Definimos las sumas de Riemann de f en [a,b] como:

R(f,P) =Y f(x)(xi — i 1)
i=1
Intuitivamente debe ocurrir

b n
[ H@) do= Yim RGP = lin S F€) - ain) con &€ o]

P e
[|P||—0 (| P||—0 P

Vamos ahora a comparar las definiciones vistas en clase y mostraremos su equivalencia

Teorema 1. Sea f : [a,b]—=R acotada en [a,b], f es integrable en [a,b] y

b
[
st y solo si

Ve>0,30 >0 tal que para toda particion P € P,y con ||P|| < § se cumple

[R(f, P") — 1| <€
b
Demostracion. (=) Por hipotesis f es integrable en [a, b] y / f=1.8etieneVe>034§>0 tal que

[Pl <d = [R(f,P") - 1| <e

por otro lado tenenmos que

S(f.P) < R(f,P*) < S(f,P)

por lo que

—S(f,P) < —R(f,P*) < —5(f,P)
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también ocurre B
S(f,P)<I<S(f,P)
de lo anterior

por lo tanto B
|R(f,P*)—1I|<S(f,P)—S(f,P) <e siempre que ||P| <

(«<=) Supongamos que
¥V e> 0,3 >0 tal que para toda particion P € P, con [|P|| < ¢ se cumple

[R(f, P*) — 1| <€

tenemos que
|R(f,P*)—I|<e = I—e<R(f,P*)<I+e¢

ahora escogemos x; € [z;_1, ;] tal que

fz7) <mi+

€
b—a

Por lo que

Por lo tanto

por lo que

b
(I—¢)—e<S(f,P) = I-2<8(f,P) = I<§(f,P)+2€</f+2e

b b
I</f+26;»1g/f

ahora escogemos z; € [z;_1,z;] tal que

y por tanto

€
b—a

f(l‘:) > Mi —

Por lo que

R(f, P =3 Fai)A; > Z(

=1

) A=) -
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Por lo tanto B
S(f,P) < R(f,P")+e<I+2e

por lo que

b
g(f,P)<I+2e/f<I+2e

a

fre
Ig/abfg/abfél

[

por lo tanto
en consecuencia

concluimos que f es integrable sobre [a,b] y

2
Ejemplo Usando sumas de Riemann encontrar / —
1 l’

Solucién Vamos a usar una particion en forma de progresion geométrica ag = 1, a,, = aoq™ es decir
0 y Un 0
1 )
2 =1 x ¢q" = ¢™ consecuentemente ¢ = 2% y escogemos & = x,_1 = ¢'~!; tenemos entonces que
y ) 1—1 9

n n 1 n 1 . . n 1 .
Zf(f)Ai = Z g1 (@i —ai1) = Z g1 (@' —q7")= g1 Hg—1)
i=1 i=1 i=1 =1

=Y (a-1)=nlg—1)=n@2" —1) = Ln(2)
i=1
La ultima igualdad se justifica de la siguiente manera :
27 —1 2% (Z4)Ln(2
lim m(2% —1)= lim = lim M = lim Z%Ln@) = Ln(2)
T—00 T—00 = ~~ z—00 == T—00
z L’hopital x
Por lo tanto
21 .
/ — = lim n(2» — 1) = Ln(2)
1 T n—00
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Ejemplo Usando sumas de Riemann hallar la integral f; zPdz siendo P un nimero natural y a > 0

Solucién Elegimos una particion P = {a = tg,t1,...,t5, ..., t, = b} donde t, = ar® y ty —tp_y =

ar® —ar*=1 = ar*=(r — 1) por lo que b = ar™ = r = (g)%

Tenemos entonces que

n n

n ’["k
D F@)ha =) (arh)Plart —art™) =) (arf)artTH e —1) = 3 e (r - 1)

k=1 k=1 k=1 k=1

L)

1 r—1
S k(p+1) _ ,p+1 p+
=a " Z T =a T s —
k=1
Donde la ultima igualdad la podemos justificar como sigue

n

n
Zrk(p‘H) = Z{ﬂ’“}k = pP L [pP Y2 LIS g et =
k=1

k=1
1
7np+1{1 4Pt {rp+1}2 4.+ {Terl}nfl} _ Twﬂw
TS —
Por lo que obtenemos
n k 1
Zap-l-lrk:pL(T N 1) _ ap+1 r— 1rp+1 {rp+ }" —1
= r r rptl 1

Sustituyendo r = (3)% tenemos que

" by 2 ptl
prT L et ) -1 = aPt( *\L/z)pﬂ(r _ 1)M
a

T rptl —1 rptl —1

Vamos ahora a simplificar el término ﬁ que se encuentra en la ultima expresion.

Tenemos que:

Pl 1 r—1 1

L+r+r2+rd+ . 40P = = =
r—1 P —1 14 r+r24+r34 . 40P

Y tomando lim,, ., tenemos que r — 1 pues r = (g)% y por lo tanto

1 1
%
l+r+r24+m+..+r7  p+1
Por lo que
n b
lm gp 7= 17,p+1 {rrtiyn _q _ p+1{5}p+1 _ Pl _ gptl
A r et —1 p+1 p+1
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