Unidad 1 Integral definida 1.4 Propiedade Basicas de la Integral

Propiedades de la Integral I

Lema 1. Suponga que f : [a,b] — R es integrable sobre [a,b] entonces

[o=-]

Demostracion. Dada una particion P € P, ), tenemos que al ser f integrable se tiene

n

b n a
L= i, S = i SO = (D) i S == [
O

Corolario 1. Si f es integrable en [a,b], entonces f es integrable en algin [c,d] C |a,b]

Demostracion. Supongamos que f es integrable sobre [a, b], entonces ¥ € > 0 existe P € P, tal que
S(f,P)—S(f,P) <e
Si tomamos P’ = P J{c, d}, se tiene entonces
S(f,P')=S(f,P)<e
y podemos ver P’ = P;|J P, |J P3 tal que Py € Py, P» € Peq) y P3 € Pjqy por lo tanto
S(f,P') =S8(f,P1) + S(f, P2) + S(f, Ps)
S(f,P') = S8(f. 1)+ S(f. P2) + S(f, P3)
De manera que
S(f,P")=S(f,P)<e = S(f,P1) = S(f, Pr) +S(f, P2) — S(f, P2) + S(f, P3) = S(f, P3) < ¢

Debe ocurrir entonces B
S(faPQ) _ﬁ(faPQ) <€
por lo tanto f es integrable sobre [c, d] O
Teorema 1. Si f es integrable en [a,b] y ¥V x € [a,b], f(x) > 0, entonces
b
flz)dz >0

a

Demostracion. En este caso

a

O
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Teorema 2. Si f es integrable en [a,b] yV x € [a,b], m < f(x) < M, entonces

b
m(b—a) < / f(@)de < M(b—a)
Demostracion. Sea P € P, dada por P = {x¢,%1,...,7,} se tiene entonces
m<m; < M; <M
por lo que
b n n
JRET IR SINES IO
Ja =1 i=1
analogamente L
b n n
/ f<S(f,P)= ZMiA,» < ZMAi = M(b—a)
@ i=1 i=1
por lo tanto
b )
m(b— a) s/ fs/ f<Mb-a)

como f es integrable

por lo tanto

b
m(b—a)g/ f<M(b-a)

O
Teorema 3. Si f es integrable en [a,b] V x € [a,b], |f(zx)] < M, entonces
b
/ fISM(@b-a)
Demostracion. Se tiene que
f(x)| <M = —M< fz)<M
y segun el resultado anterior
b
~M(b— a) s/ f<Mb-a)
es decir
b
[ #|<me-a
a
O
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Teorema 4. Si f, g son funciones integrables en [a,b] yV x € [a,b], f(z) < g(z), entonces
b b
/ f</ly
b
Vaelab], gx)—fl)20 = [ (f-g)20

b b
/g— f=0

Demostracion. Tenemos que

por lo tanto

O
Teorema 5. Si f es integrable en [a,b], entonces |f| es integrable en [a,b] y se cumple
b b
[ 1= [in<me-o
donde M es una cota superior para |f| en [a,b]
Demostracion. Supongamos que f es integrable sobre [a, b] entonces f es acotada y 3 M > 0 tal que
Va€lad], |f(x)|<M
O

Teorema 6. Si f es integrable en [a,b] entonces |f| es integrable en [a,b] y se cumple

[

donde M es una cota superior para |f| en [a, b

b
s/umMWw>

Demostracion. Supongamos que f es integrable en [a,b]. Entonces f es acotada y existe M > 0 tal que
YV x € [a,b] se tiene |f(z)| < M.
Sea g(x) = |z|. Com g es continua por el resultado anterior se tiene que |f| es integrable en [a,b] de ahi

que —|f]| es integrable y
b b
[ ==

~M < —|f(@)] < f(2) < |f(2)] < M

ahora bien V z € [a, b] se tiene

y segun los resultados anteriores

—M(b—a)z/:—M<—/abf|</abf</abM=M(b—a)
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es decir

b
s/ f1 < M@ a)

[
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