Unidad 1 Integral definida 1.2 Sumas superiores e inferiores (o sumas de Riemann).

Supremos e Infimos I

Definicién 1. Si A C R, y x € R entonces

c+A={z+alaec A}
zA={za|ae A}
—A={-alac A}

Teorema 1. Supongamos que A C B C R, donde B es acotado. Entonces

(a) sup A<sup B
(b)) inf A>f B

Demostracion. Por hipétesis, V a € A, a € B por lo que a < sup B. De manera que sup B es una cota
superior de A . sup A <supB
Similarmente ¥V a € A, a € B por lo que a > inf B. De manera que inf B es una cota inferior de A
inf A>infB
O

Teorema 2. Si A C R es acotado y x € R, entonces

(a) sup(z + A) = x + sup A, e Inf(x+A)=z+infA
(b) Siz >0, entonces sup(rA) =zsup A, e inf(zA) =xinf A
(¢) sup(—A) = —inf A e inf(—A)=—supA
(d) Sixz<0, entonces sup(zA) =xinf A, e inf(xA) = zsup A

Demostracion. Suponga que ACR, x € Ryu=supA € R.

(a) Sea y € x + A entonces y = x + a p.a. a € A. Pero x + a < x + u por lo que y < x + u. Por tanto
T + u es una cota superior para x + A.

Supongamos ahora que v es otra cota superior de x + A. Entonces Va € A, z+a <wv.PorloqueVa € A,
a < v —z. De manera que v — z es una cota superior de A y por lo tanto u < v — z por lo que z + u < v.
De la definicién se tiene

x +u =sup(z + A). Por lo que = + sup A = sup(z + A)

Suponga que ACR, z € Ry u=1inf A € R.

(a’) Seay € x + A entonces y = x + a p.a. a € A. Pero x + a > x + u por lo que y > = + u. Por tanto
T + u es una cota inferior para x + A.

Supongamos ahora que v es otra cota inferior de x + A. Entonces Va € A, x+a > v. Porloque Va € A,
a > v —x. De manera que v — x es una cota inferior de A y por lo tanto u > v — x por lo que x + u > v.
De la definiciéon se tiene

z+u = inf(z+ A). Por lo que z+inf A = inf(z+ A) Supongaque ACR, z€R, >0y u=supAeR.
(b) Sea y € zA entonces y = za p.a. a € A. Pero za < xu por lo que y < zu. Por tanto zu es una cota
superior para zA.

Supongamos ahora que v es otra cota superior de zA. Entonces V a € A, xa < v. Por lo que V a € A,
a < 7. De manera que 7 es una cota superior de A y por lo tanto u < 2 por lo que ru < v.

De la definicion se tiene

zu = sup(zA). Por lo que zsup A = sup(zA)

Suponga que A CR, z € Ry u=inf A € R.
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(b’) Sea y € xA entonces y = xa p.a. a € A. Pero xa > xu por lo que y > zu. Por tanto zu es una cota
inferior para zA.

Supongamos ahora que v es otra cota inferior de xA. Entonces V a € A, za > v. Por lo que V a € A,
a > 7. De manera que 7 es una cota inferior de A y por lo tanto u > 2 por lo que zu > v.

De la definicién se tiene

zu = inf(zA). Por lo que z inf A = inf(zA)

Suponga que A C Ry u=1inf A € R.

(c) Se tiene entonces que Va € A, u < a porlotantoVa € A, —a < —uy —u es una cota superior de
-A.

Sea v otra cota superior de -A, esto quiere decir queV —a € —A, —a<wvporloqueV —ae€ —A, —v<a
y en ese caso —v es una cota inferior de A y debe ocurrir —v < u por lo que —u < v y concluimos que
—u = sup(—A) es decir — inf A = sup(—A) Suponga que A CRy u=supA € R.

(c’) Se tiene entonces que Va € A, u > a por lo tantoV a € A, —a > —uy —u es una cota inferior de
-A.

Sea v otra cota inferior de -A, esto quiere decir queV —a € —A, —a>wvporloqueV —a € —A, —v>a
y en ese caso —v es una cota superior de A y debe ocurrir —v > u por lo que —u > v y concluimos que
—u = inf(—A) es decir —sup A = inf(—A)

(d) Si z < 0 entonces —z > 0 y usando el inciso b se tiene

inf(—zA) = —zinf A

Por otro lado segtn el inciso c
inf(—zA) = —sup(zA)

por lo tanto
—zinf A= —sup(zA) = zinf A =sup(zA)

(d’) Si z < 0 entonces —z > 0 y usando el inciso b se tiene
sup(—zA) = —xsup 4

Por otro lado segutn el inciso c
sup(—zA) = —inf(zA)

por lo tanto
—zsup A = —inf(zA) = zsup A =inf(zA)

Teorema 3. Dados A, B C R definimos A+ B={a+b|a€ A, be B}

(a) Si Ay B son acotados inferiormente entonces inf(A + B) = inf(A) + inf(B)
(b) Si Ay B son acotados superiormente entonces sup(A + B) = sup(A) + sup(B)

Demostracion. Y a € A, be Bsetienea+be A+ Bya>infAyb>infB porlo que
a+b>infA4infB

Tenemos entonces que inf A+ inf B es una cota inferior de A + B. Supongamos ahora que w es otra cota
inferior de A+ B. Entonces Va € A, b € Bsetiene a+b > wesdecira>w—bporloqueVbe B, w—b
es una cota inferior de A. Entonces

Vbe B, w—b<infA, es decir w—infA<b
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por lo que w — inf A es una cota inferior de B y se tiene
w—infA<infB
por lo tanto
w<infA-+infB

y por lo tanto
inf(A + B) = inf(A) + inf(B)

(b)Vace A, be Bsetienea+be A+ Bya<supAyb<supB por lo que
a+b<supA-+supB

Tenemos entonces que sup A + sup B es una cota superior de A + B. Supongamos ahora que w es otra
cota superior de A + B. Entonces V a € A, b € B se tiene a +b < w es decir a < w — b por lo que
V b€ B, w— b es una cota superior de A. Entonces

Vbe B, w—b>supA, es decir w—supA>b
por lo que w — sup A es una cota superior de B y se tiene
w—sup A > sup B
por lo tanto
w > sup A+ sup B

y por lo tanto
sup(A + B) = sup(A) + sup(B)

O

Teorema 4. Si A, BCR y A,B+# 0 son tal queV a € A,V be B, a <b, entonces sup A < inf B y las
siguientes proposiciones son equivalentes

(a) sup A =inf B
b)Ve>03acA beB s b—a<ce
(¢)3 k>0 >Ve>03acA beB > b—a<ke
(d) 3 un unicoreal w > YVa€ A, be B, a<u<b (en ese caso, u =sup A = inf B)

Demostracion. Supongamos que A, B C R son tal que Va € A, Vb e B, a <b. EntoncesVae€ A, aes
cota inferior de B, por lo que a < inf B. Esto es, Va € A, a < inf B por lo que inf B es una cota superior
de A y consecuentemente sup A < inf B

(a = b) Supongamos que u = sup A = {nf B. Sea ¢ > 0. Por propiedades de supremo

Jac A > a>u—% = —u—|—§<—a

dbe B 9b<u+§

de lo anterior se tiene
€ €
b+ (—a) < (u+§) + (7u+§> = b—a<e
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(b = c¢) Supongamos que Ve>03a€ A be B 3> b—a < e si consideramos k = 1 se sigue
d1=k>0 3Ve>03dacA beB > b—a<ke

(¢ = d) Supongamos que 3 k>0 > Ve>03ac A beB 3 b—a < keyseau=supA como se
probo al pricipio u < inf B. PorlotantoVa € A, be B, a <u <b.
Ahora supongamos que

Jv#£u 3 VaeA beB, a<v<b

Sea € = se tiene que € > 0 y por el inciso (¢) , Ja € A, b€ B tal que b — a < ke

u— v
K

por lo que b — a < |u — v| pero u,v € [a,b] por lo que |u —v| < b — a por lo tanto hay una contradiccion
y €en ese caso u = v

(d = a) Supongamos que (d) es cierto tenemos que probar que sup A = inf B. Supongamos que
sup A # inf B. Entonces sup A < inf B pero al principio mostramos que sup A < inf B. Por tanto

Vac A beB, a<supA<infB<b
esto contradice (d) por lo tanto sup A = {nf B O
Teorema 5. Suponga que x,a € R.

(a) SiT k>0 > Ve>0, v <a+ ke, entonces x <a
(b) Si3k>0 5 Ve>0, x>a— ke entonces x> a
(¢) Si3k>0 5 Ve>0, |z—a|l <ke entonces r=a

Demostracion. (a) Supongamos que 3k >0 > Ve >0, z < a+ ke. Sea ¢ > 0. Entonces % > 0, por

tanto
€
xﬁa—kk(E) =a+e

como € es tan pequeiia como se quiera, se sigue < a.
(b) Supongamos que 3k >0 5 Ve>0, x > a— ke. Sea ¢ > 0. Entonces % >0
por lo que

xZa—k(%) =ag—€¢ > rx>a—€¢ = —x<-—a-te

como € es tan pequena como se quiera, se sigue —x < —a por lo tanto x > a
(c) Supongamos que 3 k>0 5 Ve >0, | —a| < ke entonces

—ke<z—a<ke
de la primera parte de la desigualdad
—ke<z—a = x>a—Ke = xz>a
~~

(b)

de la segunda parte de la desigualdad
r—a<ke = x<a+ke = xz<a
——
(a)

de lo anterior se sigue z = a O
# Facultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz

Calculo Diferencial e Integral IT 4



