Unidad 1 Integral definida 1.5 Teorema del Valor Medio

Ejemplo Vamos a probar la desigualdad

Solucién Tenemos que
2

f@)=e""" = fl(z)=e" (22 -1)
ahora bien .
f’(x)zO(:)Q:c—l:O(:)Qx:l(:)x:i

, 1 1 . 11 2
como f'vade-a+enzxz= > entonces x = 3 es punto minimo, porloque m=e1 2 y M =e¢

f(2) = e?. Valor maximo alcanzado por la funcién

N

/.
1 1

1
f (—) = e+ 2. Valor minimo alcanzado por la funcién

Por lo tanto

2 2 2
1 2 1 2
eI <e” T / etdr < / e’ “Pdx < / e?dr = 2e”
0 0 0
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Unidad 1 Integral definida 1.5 Teorema del Valor Medio

TEOREMA DEL VALOR MEDIO GENERALIZADO

Teorema 1. Si f, g:[a,b] — R, son funciones continuas en [a,b] y g(x)> 0 para todo z € [a,b], entonces
existe & € [a,b], talque:

/ ' fag(a)dz = £ / ' (o)

Demostracion. Como f ¢ Cj, ), entonces existe m = ming, ;) f(z) y M = maz, ) f(z) y se tiene m <
f(x)< M para todo x € [a,b].

En consecuencia, mg(x) < f(x)g(x) < Mg(x), por lo que

m/abg(x)dx _ /abf(x)g(x)dx < M/abg(x)dx

de donde,
b
e BI@a)
I, 9(x)dx
por el Teorema del Valor Intermedio, existe & € [a,b], talque
b
o f(@)g(z)dz
fbi = f(§)
[, 9(x)dx

por lo tanto

/ ' fag(a)dz = £ / ' (o)

Utilizar lo anterior para mostrar que

elegimos f(x) = \/ﬁ y g(x) = 2°
Por lo tanto
1

1 6 1
/ x dr = ! /:c(jdx:i
0o V142 V1+€2 Jo TV/1+¢2

como 0 < ¢ <1 entonces
1

1 1
< <
TVI+12 7 /148 7 TW1+0?

Por lo tanto

1 </1 2 <l
. R
™2 T o Vi+aZ T T
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Unidad 1 Integral definida 1.5 Teorema del Valor Medio

Teorema 2. Sea f : [a,b] — R f acotada en [a,b]. Si f es continua en [a,b], excepto en un punto entonces
f es integrable en [a,b].

Demostracion. Suppongamos que xq € [a,b] tal que f es discontinua en x

o

o % ! >%+1 b

Sean Z,, To4+1€ [a,b] tal que g € (Ta, Tat1) ¥ Tatl — Ta < m Como f es continua en [a,x4] ¥
[Za+1,b] f es uniformemente continua por lo tanto f es integrable en [a,z4] ¥ [Za+1, )]
Construimos P={xq, 1, ..., o, Tat1, -, Tn} y tenemos entonces que

n

S(f,P)=S(f,P) =D (M; —my)(w; — ;1) =

=1

Z(Ml —mi)(x; — Ti—1) + (Mo — ma)(Ta — Tag1) + Z (M; —m;)(x; — Tiq1)
i=1 i=a+1

Para el primer sumando tenemos que f es continua por lo tanto integrable por lo tanto

(e @

€ € €
i — M) (T — Ti— T i—Ti-1) = 77— (b—a)=~
zEzl(M mi)(x; —x-1) < 0—a) ;:1(33 Xi1) e a)( a) 1
Para el segundo sumando
€ €
M, — — < (M - — M-m)m—— =
(My, —ma) (e — Tay1) < ( m)(xa — Tat1) < ( m)2(M “m) 2

Para el tercer sumando, usamos el hecho de que f es continua e integrable en [2441, D]

" i € € €
i~ M) (T — T4 (& — =——0b—a)=~
Z (M m )(éb .’E+1) < Z 4(b—a) (iE erl) 4(b—a)( (L) 4
i=a+1 i=a+1
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Unidad 1 Integral definida 1.5 Teorema del Valor Medio

Por lo tanto

S(f,P) - S(f, P) :Z(Mifmi)(mifxi_l) < i+§+i:e

Por lo tanto f es integrable en todo [a,b] O

Teorema 3. Sea f : [a,b] = R f acotada en [a,b]. Si f es continua en [a,b], excepto en x°, x* entonces
f es integrable en [a,b].

Demostracion. Suppongamos que z°,z* € [a,b] tal que f es discontinua en z°, z*

31

R R R N

1 * ) o
0 Xg X Xar1 Xp x Xp ?

Sean T, To4+1€ [a,b] tal que 2* € (Ta, Tat1) ¥

€

Tatl — Ta < W

Sean x5, 3+1€ [a,b] tal que 2° € (23,2541) ¥y

€

Tpt1 — 2 < 8(M —m)

Como f escontinua en [a, Tq], [Tat1, 28] ¥ [X5+1, 0] f es uniformemente continua por lo tanto f es integrable
en [a,Zq), [za + 1,25], [tg+1,0]
Construimos P:{a =20,L1, -y Loy Latl, LBy LE41emy LTy = b} y tenemos entonces que

n

S(f,P)=S(f,P) =D (M; —my)(w; — ;1) =

=1

[e3 n

D (M —mi) (@i — xi1) + (Mo —ma) (Tas1 — Ta) + (Mg —mp)(wpr1 —x5)+ Y, (My—my)(zi —xit1)
i=1 i=B+1
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Unidad 1 Integral definida 1.5 Teorema del Valor Medio

Para el primer sumando tenemos que f es continua por lo tanto integrable por lo tanto

(e e}

€ € €
M — m)\ (s — a0 ) — —a) = -
igzl( = mi)(x — 1) < 60— a) ;:1(% Zi—1) 6(bfa)(b a) 5
Para el segundo sumando
€ €
(Mo —mo)(@as1 — ) < (M —m)(zo — Tat1) < (M — m)m =3

Para el tercer sumando, usamos el hecho de que f es continua e integrable en [z4+1, 23]

B B
i:;rl(Mi —mi) (@i — i) < i:;tl m(fﬂ — Tip1) = 60— a) b-a)=¢

Para el cuarto sumando
€

(Mg —mg)(zpt1 —xp) < (M —m)(vp41 — 25) < (M — m)m =3

Para el quinto sumando, usamos el hecho de que f es continua e integrable en [xs41, D]

b b
(M; —m;) (2 — 2i41) < € (i —xiq1) = ‘ (b—a):E
z‘=z,6‘;rl o z’=264:r1 6(b—a) 6 - a) 6

Por lo tanto

n

= € € € € €
S(f,p) = 8(f,P) = ;(Mi —mi)(wi - @) < gt gt gt <e

Por lo tanto f es integrable en todo [a,b] O

Teorema.- Sea f : [a,b] — R, f acotada en [a,b], si f es continua en |a,b] excepto en un conjunto finito de
puntos, entonces f es integrable.
;,Que pasa con una funcién con una cantidad infinita de discontinuidades?
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