
Unidad 1 Integral de�nida 1.5 Teorema del Valor Medio

Teorema 1. Sea f : [a, b]→ R, f acotada en [a,b], si f es continua en [a,b] excepto en un conjunto �nito
de puntos, entonces f es integrable.

Demostración. Sean γ1, γ2, γ3, ..., γN los puntos en que f es discontinua

escogemos
xαi y xα′

i
, tal que γi ∈ (xαi , xα′

i
)

tal que ∀ i = 1, 2, ..., N se cumple

(xα′
i
− xαi) <

ε

2N(M −m)

Se tiene que f es continua en

[a, xα1
], [xα′

1
, xα2

], ..., [xα′
i
, xαi+1

], ..., [xα′
N
, b]

y por lo tanto uniformemente continua en ellos.
Entonces existen δ1 > 0, δ2 > 0,...,δN+1 > 0 tales que

∀ x, x′ ∈ [a, xα1
], |x′ − x| < δ1 ⇒ |f(x′)− f(x)| < ε

2(N + 1)(b− a)

∀ x, x′ ∈ [xα1 , xα2 ], |x′ − x| < δ2 ⇒ |f(x′)− f(x)| < ε

2(N + 1)(b− a)
...

∀ x, x′ ∈ [xα′
N
, b], |x′ − x| < δN+1 ⇒ |f(x′)− f(x)| < ε

2(N + 1)(b− a)
y por tanto sean

P1 ∈ P[a,xα1 ]
, tal que ‖P1‖ < δ1, con P1 = {x10, x11, x12, ..., x1r}
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Unidad 1 Integral de�nida 1.5 Teorema del Valor Medio

P2 ∈ P[xα′
1
,xα2

], tal que ‖P2‖ < δ2, con P2 = {x20, x21, x22, ..., x2r}

...

PN+1 ∈ P[xα′
N
,b], tal que ‖PN+1‖ < δN+1, con P2 = {xN+1

0 , xN+1
1 , xN+1

2 , ..., xN+1
r }

de modo que
S(f, P )− S(f, P ) = S(f, P1)− S(f, P1) + (Mα1

−mα1
)(xα′

1
− xα1

)

+S(f, P2)− S(f, P2) + (Mα2
−mα2

)(xα′
2
− xα2

)

...

(MαN −mαN )(xα′
N
− xαN ) + S(f, PN+1)− S(f, PN+1)

Por lo tanto

S(f, P )− S(f, P ) < ε

2(N + 1)
+

ε

2N
+ . . .+

ε

2(N + 1)
+

ε

2N
= (N + 1)

ε

2(N + 1)
+N

ε

2N
=
ε

2
+
ε

2
= ε

Por ejemplo una función que es discontinua en una sucesión convergente de puntos del dominio de la
función

Sea {γn}n ∈ N el conjunto de puntos de discontinuidad de f, que forma una sucesión convergente a γ, en
donde γi ∈ [a, b] para toda i=1,2,...,n como {γn} → γ, entonces:

∀ε > 0∃N(ε) ∈ N � ∀K > N ⇒ |γk − γ| < ε

es decir, que una in�nidad de términos estaria encerrada en un intervalo tan pequeño como queramos y
fuera de él solo quedaría un número �nito de términos de la sucesión; y por tanto todos los puntos en
donde la función es discontinua (la sucesión), estarian encerrados en un número �nito de subintervalos.

Teorema 2. Sea f : [a, b] → R f acotada en [a,b] si f es continua en [a,b], excepto en un conjunto de
discontinuidades que puede ser encerrado en un número �nito de intervalos con suma de longitudes tan
pequeña como queramos, entonces f es integrable en [a,b].
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Unidad 1 Integral de�nida 1.5 Teorema del Valor Medio

Medida Cero y Contenido Cero

De�nición 1. Se dice que en un conjunto A ⊂ R tiene contenido cero si ∀ε > 0 ∃ intervalos I1, I2, ..., In
tales que

A ⊂
n⋃
i=1

Ii y tales que

n∑
i=1

`(Ii) < ε

Teorema 3. Sea f : [a, b]→ R, f acotada en [a,b] y si f es continua en [a,b], excepto en un conjunto de
contenido cero, entonces f es integrable en [a,b].

De�nición 2. Un subconjunto A ⊂ R tiene medida cero si para cada ε > 0 existe un recubrimiento
{U1, U2, ...} de intervalos abiertos tales que

A ⊂
∞⋃
i=1

Ui y

∞∑
i=1

`(Ui) < ε

Por ejemplo un conjunto formado por un número �nito de puntos claramente tiene medida cero
Si A tiene in�nitos puntos que pueden ordenarse formando una sucesión a1, a2, ... entonces A tiene medida
cero, pues para cada ε > 0 se puede elegir Ui que sea rectángulo cerrado que contenga ai con `(Ui) <

ε
2i .

Entonces
∞∑
i=1

`(Ui) <

∞∑
i=1

ε

2i
= ε

∞∑
i=1

1

2i
= ε

(
1

2
+

1

22
+

1

23
+ ...

)
=
ε

2

(
1 +

1

2
+ ...

)
=

ε

2

(
1

1− 1
2

)
=
ε

2
(2) = ε

1. Q es de medida cero.

Demostración: como Q es numerable podemos formar {rk}∞1 y dado ε > 0, sea

Ik =
(
rk −

ε

2k+2
, rk +

ε

2k+2

)
Por lo que

Q ⊂
∞⋃
k=1

Ik y v(Ik) =
ε

2k+1

y para la suma de las longitudes se tiene

∞∑
k=1

ε

2k+1
=
ε

4

(
1 +

1

2
+ ...

)
=
ε

2
< ε

∴ Q tiene medida cero
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2. El conjunto de Cantor
Demostración: Tenemos que

C0 = [0, 1]

C1 =

[
0,

1

3

]
∪
[
2

3
, 1

]
C2 =

[
0,

1

9

]
∪
[
2

9
,
1

3

]
∪
[
2

3
,
7

9

]
∪
[
8

9
, 1

]
C3 =

[
0,

1

27

]
∪
[
2

27
,
1

9

]
∪
[
2

9
,
7

27

]
∪
[
8

27
,
1

3

]
∪
[
2

3
,
19

27

]
∪
[
20

27
,
7

9

]
∪
[
8

9
,
25

27

]
∪
[
26

27
, 1

]
·
·
·

Cn =

[
0,

1

3n

]
∪ · · · ∪

[
1− 1

3n
, 1

]
Tenemos que C =

⋂∞
n=0 Cn (Conjunto de Cantor)

Cada Cn es la unión de 2n intervalos de longitud 1
3n

Vamos a cubrir cada subintervalo de Cn con un intervalo de longitud

1

3n
+

ε

2n+1

Tenemos entonces 2n intervalos abiertos, por lo que la suma de las areas sera

2n
(

1

3n
+

ε

2n+1

)
=

(
2

3

)n
+
ε

2

Si

(
2

3

)n
→ 0, escogemos n ∈ N tal que

(
2

3

)n
<
ε

2

por lo tanto (
2

3

)n
+
ε

2
<
ε

2
+
ε

2
= ε

entonces C ⊂ Cn es de medida cero
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Teorema 4. Sea f : [a, b] → R acotada, entonces f es integrable si y solo si sus discontinuidades
pueden ser encerradas en un número numerable de intervalos, con suma de longitudes tan pequeña
como queramos, es derir, si y solo si su conjunto de discontinuidades tiene medida cero

Ser de contenido cero es pues una condición su�ciente para que una función sea integrable, pero ¾será
necesaria? es decir para que una función sea integrable ¾es necesario que su conjunto de discontinuidades
tenga contenido cero? o es posible que f sea integrable aun cuando las discontinuidades no puedan ser
encerradas en un número �nito de intervalos con longitud tan pequeña como queramos.
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