Unidad 1 Integral definida 1.5 Teorema del Valor Medio

Teorema 1. Sea f : [a,b] — R, f acotada en [a,b], si f es continua en [a,b] excepto en un conjunto finito
de puntos, entonces f es integrable.

Demostracion. Sean 71, 72,73, ...,YN 10s puntos en que f es discontinua
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Se tiene que f es continua en
a, za,], [xo/1 s Tagly s [%; ) xai+1]7 s [xa’N , b]

y por lo tanto uniformemente continua en ellos.
Entonces existen §; > 0, d2 > 0,...,0n4+1 > 0 tales que
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y por tanto sean

Pi € Pog,, ) tal que |Pif| <61, con Pr= {xf, 21,23, ... 2t}

¥ TFacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Calculo Diferencial e Integral IT 1
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P e P[wa,l’w%], tal que ||Py| < 6o, con Py ={x3 23 23, .. 2%}

PNHEP[%GV’I’]’ tal que ||Pnt1] <dni1, con Pg:{xévﬂ,xivﬂ,xé\]“,...,xi\”‘l}
de modo que B B
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Por ejemplo una funcién que es discontinua en una sucesién convergente de puntos del dominio de la
funcion
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Sea {7, }n € N el conjunto de puntos de discontinuidad de f, que forma una sucesién convergente a 7, en
donde ; € [a, b] para toda i=1,2,...,n como {7, } — 7, entonces:

Ve >03N(e) eN 5 VK >N = |y, — 7| <e

es decir, que una infinidad de términos estaria encerrada en un intervalo tan pequefio como queramos y
fuera de él solo quedaria un numero finito de términos de la sucesion; y por tanto todos los puntos en
donde la funcion es discontinua (la sucesion), estarian encerrados en un ntimero finito de subintervalos.

Teorema 2. Sea f : [a,b] — R f acotada en [a,b] si f es continua en [a,b], excepto en un conjunto de
discontinuidades que puede ser encerrado en un nimero finito de intervalos con suma de longitudes tan
pequenia como queramos, entonces f es integrable en [a,b].
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Unidad 1 Integral definida 1.5 Teorema del Valor Medio

Medida Cero y Contenido Cero

Definicion 1. Se dice que en un conjunto A C R tiene contentdo cero siVe > 0 3 intervalos I, I, ..., I,
tales que

AcC U I; y tales que Zf([i) <€
i=1 i=1

Teorema 3. Sea [ : [a,b] = R, f acotada en [a,b] y si f es continua en [a,b], excepto en un conjunto de
contenido cero, entonces f es integrable en [a,b].

Definicién 2. Un subconjunto A C R tiene medida cero si para cada € > 0 existe un recubrimiento
{U1,Us, ...} de intervalos abiertos tales que

AC DUl Yy ie(Uz)<€
1=1 =1

Por ejemplo un conjunto formado por un ntmero finito de puntos claramente tiene medida cero
Si A tiene infinitos puntos que pueden ordenarse formando una sucesion aq, as, ... entonces A tiene medida

cero, pues para cada € > 0 se puede elegir U; que sea rectdngulo cerrado que contenga a; con £(U;) < 5.
Entonces
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1. Q es de medida cero.
Demostracién: como Q es numerable podemos formar {r};° y dado € > 0, sea
€ €
I = (T’f okt kT 2k+2>
Por lo que
> €
k=1
y para la suma de las longitudes se tiene
i S I
2k+1 4 2 )2
k=1
.. Q tiene medida cero
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2. El conjunto de Cantor
Demostracion: Tenemos que
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Tenemos que € = ()2, €, (Conjunto de Cantor)
Cada C,, es la uni6n de 2™ intervalos de longitud 3%
Vamos a cubrir cada subintervalo de C,, con un intervalo de longitud
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Tenemos entonces 2" intervalos abiertos, por lo que la suma de las areas sera
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por lo tanto

entonces C C C), es de medida cero
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Unidad 1 Integral definida 1.5 Teorema del Valor Medio

Teorema 4. Sea f : [a,b] — R acotada, entonces f es integrable si y solo si sus discontinuidades
pueden ser encerradas en un numero numerable de intervalos, con suma de longitudes tan pequena
como queramos, es derir, si y solo si su conjunto de discontinuidades tiene medida cero

Ser de contenido cero es pues una condicién suficiente para que una funcién sea integrable, pero jsera
necesaria? es decir para que una funcién sea integrable ;es necesario que su conjunto de discontinuidades
tenga contenido cero? o es posible que f sea integrable aun cuando las discontinuidades no puedan ser
encerradas en un nuamero finito de intervalos con longitud tan pequefia como queramos.
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