
Unidad 1 Integral de�nida 1.5 Teorema del Valor Medio

De�nición 1. Un subconjunto A ⊂ R tiene medida cero si para cada ε > 0 existe un recubrimiento

{U1, U2, ...} de intervalos abiertos tales que

A ⊂
∞⋃
i=1

Ui y

∞∑
i=1

`(Ui) < ε

1. Q es de medida cero.

Demostración: como Q es numerable podemos formar {rk}∞1 y dado ε > 0, sea

Ik =
(
rk −

ε

2k+2
, rk +

ε

2k+2

)
Por lo que

Q ⊂
∞⋃
k=1

Ik y `(Ik) =
ε

2k+1

y para la suma de las longitudes se tiene

∞∑
k=1

ε

2k+1
=
ε

4

(
1 +

1

2
+ ...

)
=
ε

2
< ε

∴ Q tiene medida cero

Teorema 1. Sea f : [a, b] → R acotada, entonces f es integrable si y solo si sus discontinuidades pue-

den ser encerradas en un número numerable de intervalos, con suma de longitudes tan pequeña como

queramos, es decir, si y solo si su conjunto de discontinuidades tiene medida cero

Ser de contenido cero es pues una condición su�ciente para que una función sea integrable, pero ¾será
necesaria? es decir para que una función sea integrable ¾es necesario que su conjunto de discontinuidades
tenga contenido cero? o es posible que f sea integrable aun cuando las discontinuidades no puedan ser
encerradas en un número �nito de intervalos con longitud tan pequeña como queramos.
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Unidad 1 Integral de�nida 1.5 Teorema del Valor Medio

Nuestro problema consistiría en utilizar cualquier conjunto que no tenga contenido cero en cualquier
intervalo [a,b], para construir una función que sea continua en el [a,b] excepto en dicho conjunto y sea
integrable en [a,b].

Pues bien Riemann construyo una función con esta característica dicha función es conocida, precisa-
mente como la función de Riemann.

Sea f : [a, b]→ R dada por

f(x) =

{
0 si x ∈ I
1
q si x = p

q con (p, q) = 1

Dado ε > 0 se cumple que todos los valores de la función, excepto un número �nito caen dentro de la
franja ε

Sea ε > 0 por el principio arquimediano sabemos que ∃n ∈ N tal que 1
n < ε asi pues a lo mas n-1 valores

son mayores iguales que ε.
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Vamos a ver que la función f : [a, b]→ R de Riemann es integrable en [0, 1].
Para esto de�nimos una partición P = {0 = x0, x1, x2, ..., xn = 1} y consideramos los siguientes conjuntos

I1 =
{

[xi−1, xi] | ∀x ∈ [xi−1, xi] se tiene f(x) ≤ ε

2

}
I2 =

{
[xi−1, xi] | ∀x ∈ [xi−1, xi] se tiene f(x) ≤ 1, con

∑
i

(xi − xi−1) <
ε

2

}
Por lo tanto

S(f, P )− S(f, P ) =
∑
i∈I1

(Mi −mi)(xi − xi−1) +
∑
i∈I2

(Mi −mi)(xi − xi−1)

=
∑
i∈I1

(Mi)(xi − xi−1)+
∑
i∈I2

(Mi)(xi − xi−1) <
ε

2
·
∑
i∈I1

(xi − xi−1)+1·
∑
i∈I2

(xi − xi−1) <
ε

2
(1)+(1)

( ε
2

)
= ε

Por lo tanto f es integrable en [0, 1] y como

S(f, P ) < ε ⇒
∫ 1

0

f = ı́nf{S(f, P )} < ε

se tiene entonces que ∫ 1

0

f = 0
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