Unidad 1 Integral definida 1.5 Teorema del Valor Medio

Definicion 1. Un subconjunto A C R tiene medida cero si para cada € > 0 existe un recubrimiento
{U1,Us, ...} de intervalos abiertos tales que

AC GUZ Yy iE(U2)<€
i=1 i=1

1. Q es de medida cero.

Demostracion: como Q es numerable podemos formar {r;};° y dado € > 0, sea

I, — € €
k= (rk ~ okt TR T 2k+2)

Por lo que
€

QclUn v ) = e
k=1

y para la suma de las longitudes se tiene
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k=1

.. Q tiene medida cero

Teorema 1. Sea f : [a,b] — R acotada, entonces f es integrable si y solo si sus discontinuidades pue-
den ser encerradas en un numero numerable de intervalos, con suma de longitudes tan pequena como
queramos, es decir, si y solo si su conjunto de discontinuidades tiene medida cero

Ser de contenido cero es pues una condicién suficiente para que una funcién sea integrable, pero jsera
necesaria? es decir para que una funcién sea integrable ;es necesario que su conjunto de discontinuidades
tenga contenido cero? o es posible que f sea integrable aun cuando las discontinuidades no puedan ser
encerradas en un namero finito de intervalos con longitud tan pequefia como queramos.
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Nuestro problema consistiria en utilizar cualquier conjunto que no tenga contenido cero en cualquier
intervalo [a,b], para construir una funcién que sea continua en el [a,b] excepto en dicho conjunto y sea
integrable en [a,b].

Pues bien Riemann construyo una funcién con esta caracteristica dicha funcion es conocida, precisa-
mente como la funcién de Riemann.

Sea f : [a,b] — R dada por
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Dado € > 0 se cumple que todos los valores de la funcién, excepto un nimero finito caen dentro de la
franja €
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Sea ¢ > 0 por el principio arquimediano sabemos que dn € N tal que % < € asi pues a lo mas n-1 valores
son mayores iguales que e.
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Vamos a ver que la funcién f : [a,b] — R de Riemann es integrable en [0, 1].
Para esto definimos una particion P = {0 = xg, 1, x2, ..., &, = 1} y consideramos los siguientes conjuntos

L = {[a:l-,hxi] | Vo € [zi—1, 2] se tiene f(x) < %}

Ir, = {[vvllzrz] | Vo € [x;-1,2;] se tiene f(x) <1, con Z(TZ —xi1) < }

|

Por lo tanto

g(fv P) —ﬁ(fa P) = Z (Mz - mz)(xz - 951'71) + Z (]\ffz‘ - mi)(iﬁi - l'ifl)

ich i€l
= > (M) (s = wi) by (M) — i) < 53 (= w41 Y (o — i) < g(D+(1) (5) =
i€l i€l i€l i€ly
Por lo tanto f es integrable en [0,1] y como
—_— 1 —_—
S(f,P)<e = / f=mf{S(f,P)} <e
0
se tiene entonces que
1
I
0
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