Unidad 4 4.1 Funciones trigonométricas inversas por medio de una integral

Funcion Arcotangente (x) I

Longitud de un arco de circunferencia

Tenemos que dada la circunferencia unitaria 22 + 3% = 1 y la recta y = wzx

_— —

(x,wx)

/
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P4y’ =1 = z=1-192
y—wxﬁg:w
x
Por lo tanto

R R I
x 1—y2 V1+ w?

Por lo que su logitud en un intervalo de [0, y] sera:

/y L /ﬁiwz L B /w 1 ( 1 > i
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Y du
arctan w = — 5, para u€R

Definicién 1. Definimos la funcién

Teorema 1. (a) arctan (—w) = —arctan(w), YV w €R
(b) La funcion arctan(w) es diferenciable en R y

1

Tra "WER

(arctan(z))" =
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(¢) La funcion arctan(w) es continua
(d) La funcion arctan(w) es estrictamente creciente
(e) Eziste

lim arctan(w) vy lim arctan(w)

Demostracion. Tenemos que para (a)

| v 1 vl
arctan(—w) = / dt = —/ —— (1) dt = —/ —— du = — arctan(w)
o 1+4+u? ~ o 14+ (—t)? o 1+u?

du=—dt

4 (arctan(w)) = 4 /w dt S
dw Cdw \Jy 1+u2) 1+ w?
Tenemos que para (c)

Al ser arctan(w) diferenciable entonces es continua
Tenemos que para (d)

Tenemos que para (b)

(arctan(w))’ >0 < wekR

T 1+ w?

por lo tanto arctan(w) es estrictamente creciente en R
Tenemos que para (e)

. ) vl ) b Yol
wh_rgéoarctan(w) = wlgnoo Ny du = wlgnoo (/0 T3 du—i—/l 7 du)

Para la primer integral se tiene

1 1

1
/ —— du< / ldu=1

0 1+ u? 0

Para la segunda integral como

! < ! = /w ! d </w ! d 1+1
— < — —— du — du=——
1+u?  u? 1 1+ 1 u? w

por lo tanto

-1
lim arctan(w) < lim 14+ —+1=2

w—00 w—00 w

y por lo tanto si existe el limite. Analogamente existe

lim arctan(w)

w—r—00
O
Definicién 2. El nimero m se define
. * 1
=2 lim arctan(w) = 2 —— du
wW—00 0 14 u2
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Como arctan(w) es estrictamente creciente y acotada superiormente en (—oo, +00), se tiene que existe
la inversa.

Definicion 3. Definimos
tan(z) = (arctan(z))™!, donde x € (—%7 g)

Como arctan(z) es creciente entonces tan(x) es creciente
Como arctan(x) es continua entonces tan(z) es continua en su dominio
Tenemos que
1
tan’(z) = (arctanfl(x))l = ————— =1+ (arctan” '(2))? = 1 + tan*(x)
(14arctan—1)2(z)

Funciéon Seno (x) y Coseno (x)

Definicion 4. Definimos
1 t
cos(x) = ————= y sen(x) = _ tan(@)
1+ tan?(z) 1 + tan?(x)
Ejercicio Calcular cos’(x)

Solucién En este caso
/ 1 2 (1) — (1) [ tan@(+tan® (@)
, 1 +tan*(2)(1)" — ( )( V/1+tan?(z) tan(z)
cos'(z) = O =
T

=— = —sen(z
1+ tan® 1+ tan®(x) 1+ tan®(x) (=)

Ejercicio Calcular sen’(x)

Solucién En este caso

1+ tan?(x)

2 2 N tan(a;)(1+tan2(a:))
/ tan(z) 1 /14 tan®(z)(1 + tan®(z)) — tan(z) (\/m >
sen’(z) =
1 + tan?(x)

— /1 + tan2(z) — fan®(z) ! = cos(w
= V1t tan(o) V1+tan?(z) /1 + tan?(z) (@)

Ejercicio Demostrar que

T
arctan | ——— | = arcsin(z
(s ) = arsinto)
Solucién En este caso
T Vi 1 /’” 1 ) /x 1 .
arctan | —— | = ——dt = — (1—u") du = —— du = arcsin(z
<\/1x2> /0 1+¢2 ~ Jo \/17u2(17u2)( ) 0o V1—u? (@)
=Vioe
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