Unidad 4 4.1 Funciones trigonométricas inversas por medio de una integral

Funcién Arcoseno (x) I
Longitud de un arco de circunferencia'

Tenemos que dada la circunferencia unitaria

2+yi=1=y=+1-22 = y’:—iléﬁ

Por lo que su logitud en un intervalo de [a, b] sera:

///_\\—> f 1+ f2(x)dx

[ (o) am [ e [ e

Definicién 1. Definimos la funcién

Toodt
arcsin x = ——, para —1<z<1
/0 vi—e ’
Teorema 1. (a) arcsin (—z) = —arcsin(z), Vz € [-1,1]
(b) La funcion arcsin(x) es diferenciable en (—1,1) y
. / 1
arcsin(z)) = ——, Vze (—1,1
(aresin(e))' = . Vo€ (-1
(¢) La funcion arcsin(z) es continua
(d) La funcion arcsin(z) es estrictamente creciente
(e) La funcion arcsin(x) es acotada

Demostracion. Tenemos que para (a)

- 1 z 1 ® 1
arcsin(—z) = —dt = - — (—1) dt = —/ ——— du = —arcsin(x
N e LR e o (2)
du=—dt
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Tenemos que para (b)

4 (arcsin(z)) = 4 </$ dt ) = !
dx Cdr \Jo V1I—12) V1—a2
Tenemos que para (c)

Al ser arcsin(z) diferenciable entonces es continua
Tenemos que para (d)

(aresin(z)) = ——— >0 © € [-1,1]
arcsin(z)) = ——— x € [-1,
V1— a2
por lo tanto arcsin(z) es estrictamente creciente en [—1, 1] Tenemos que para (e) Como
! < L = / ! dx < / L dx =2
— dx ——dz =
Vi—22 VJ1-=z 0o V1—ax2 0o V1—=z
por lo tanto arcsin(z) < 2 O

Definicion 2. El nimero m se define

1
1
T™T=2 — dx
/0 V1—22
Segin lo anterior
0

L |
W= e #=-3

arcsin(—1) = — arcsin

™

1
1
D= [ =
= =sdr=3
Al ser arcsin(x) continua se tiene que arcsin(—1, 1) es un intervalo.
Como arcsin(x) es estrictamente creciente y acotada superiormente en (—1, 1), se tiene que

arcsin

arcsin[—1,1] = [¢, d]
donde s
c¢=if{arcsin(z) | — 1<z <1} = gc_l>1r_nlJr arcsin(z) = x_l}l’r_nﬁ/o W= dt
x
1
d =sup{arcsin(z) | — 1<z <1} = wl;r{lﬁ arcsin(z) = zl;r{lﬁ /0 Wopr:i dt

Funcién Seno (x) I

Definicién 3. Dado que arcsin(z) : [—1,1] — [fg, g} y es estrictamente creciente, entonces existe su
inversa, a la cual llamamos sen(x) donde sen : [—g, g} — [-1,1]
# Facultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz

Calculo Diferencial e Integral IT 2



Unidad 4 4.1 Funciones trigonométricas inversas por medio de una integral

Se tiene entonces que

77 .
5 = arcsin(—1) < sen

/N
N—
I
|
—_

= arcsin(l) < sen

~
B
~— l3
[
—

vl 3

Al ser arcsin(x) continua entonces sen(z) es continua en {—

ENERE
SIEINE

[ S—

Al ser arcsin(z) creciente entonces sen(z) es continua en [—

. . . T
Al ser arcsin(x) impar entonces sen(z) es impar en [75, 5]

Lema 1. La funcion sen(x) es diferenciable en (—g, g) Yy

d
%(Sen(x)) = /1 —sen?(z)
Demostracion. Tenemos que la funcion y = arcsin(x) es diferenciable en (—1,1) y

@y _ 1
dr  /1— 22

Dado que x = sin(y) es diferenciable V y € (,g’ g) se tiene

dx d 1
dy @(Sen(y)) =—5— =V1-sen’(y)
v/ 1—sen?y

O
Funcion Coseno (x) I
. . . g T
Definicién 4. Definimos la funcion cos(z) en [—5, 5}, como
cos(z) = /1 — sen?(z)
Se tiene que
cos (—z) = /1 —sen2(—z) = \/1 — (—sen(z))2 = /1 — sen2(x) = cos(z)
s ™\ 2
cos (—5) = \/1 — (sen (—5)) =v1-1=0
s T\ 2
cos <§> =4/1—- (sen (§>) =v1-1=0
cos (0) = \/1—(sen (0))* =v1—-0=1
cos(x) = /1 —sen2(z) < cos?(z) +sen’(z) =1
d d 1
—cos(z) = —(v/1 —sen?(z)) = ————=(—2sen(z 1 —sen?(x)) = —sen(x
& costa) = ¢ ) = 5 A 2 (@) = —senz)
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Teorema 2. Las funciones sen(x) y cos(x) satisfacen
(a) sen(x + y) = sen(z) cos(y) + sen(y) cos(x)
™
(b) sen 5 1) = cos(x)
(c) cos (g - x) = sen(x)
(d) cos(x + y) = cos(z) cos(y) — sen(y) sen(z)
Demostracion. Para (a)
Sean z = x + y entonces

d
%(sen(t) cos(z — t) + cos(t) sen(z — t)) =

(sen(t))(—sen(z — t)(—1)) + cos(z — t) cos(t) + (cos(t))(—cos(z — t)) + sen(z — t)(—sen(t)) =0
Por lo tanto
sen(t) cos(z — t) + cos(t) sen(z — t) = K, (constante)
si hacemos t =0
sen(z) =k
Si hacemos t =z
sen(z) cos(z — ) + cos(z) sen(z — x) = sen(z)

ycomo z =2 +Yy
sen(x + y) = sen(x) cos(y) + sen(y) cos(z)

Para (b)
sen (g - x) = sen (g + (—m)) = sen (g) cos(—x) + sen(—2x) cos (g) = cos(z)
Para (c)
cos (g - a:) = \/1 — sen? (g - x) =4/1 — cos?(z) = sen(x)
Para (d)

cos(x + y) = sen (g —(z+ y)) = sen (g —xz+ (—y)) = sen (% - :r:) cos(—y) + sen(—y) cos (g - x)

= cos(x) cos(y) — sen(y) sen(x)
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