Derivadas de Funciones Vectoriales

Generalizando un poco las ideas del cédlculo diferencial de funciones f : R — R a funciones
f R — R". Recordemos que f : R — R es diferenciable en un punto ¢, si existe una funcién
afin 7 : R — R dada por
T(x) = m(z — to) + f(to)
tal que
Im flto+h)—T(to+ h)

t—to t—to

=0

en tal caso decimos que T es la mejor aproximacion afin a f en ;.
Definicién 1. Suponga que f : R — R" y ty € Domy. Decimos que T : f : R — R" es la mejor
aprorimacion afin a f en ty st

a) lim f(to+h)—T(to+ h)

t—to t— 1ty

b) T(to) = f(to)

=0

Teorema 1. Sea f : R — R", t, € R, T1, T, funciones afines a f. Si t; y T son mejores

aprozimaciones afines de f en ty, entonces Ty = Ts

Demostracion. Supongamos que T} (t) = uy +tv; y To(t) = Uz + tv3. Se tiene entonces que como
Ty y T3 son aproximaciones afines T’ (to) = f(to) = Ta(to).
Por otro lado Ti(tg) = uy + tov1 y Ta(to) = Uz + tovz

Uy +tovy = Us + LgTz . Uy = Ug + to(Tz — T7)
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sustituyendo en la ecuacién

se obtiene uy =uy .. 11 =T O
SiT(t)=tv+uy f(to) = T(to) entonces
T(t)=tv+u= f(tg) — T(to) +tv +u = f(to) + (t — to)v

Definicién 2. Sea f : R — R"™ una funcion vectorial, ty € R. Si existe la mejor aprorimacion
afin T'(t) = f(to) + (t — to)U de f en to, decimos que f es diferenciable en ty y el vector v € R™
es llamado la derivada (6 derivada total, primera derivada, vector velocidad) de f en ty. En tal

caso escribimos

v = f'(to)
Cuando T es la mejor aproximacion afin de f en ¢y se tiene
T(t) = f(to) + f'(to)(t — to)

Teorema 2. Sea f: R — R™ una funcion vectorial, ty € R. f es diferenciable en el punto tq si

y solo si cada funcién componente x;(t) de f es diferenciable en el punto to, en cuyo caso

f'(to) = (@1 (), 23(t), .., 2, (1))

Demostracion. (=)
Supongamos que f es diferenciable en ty. Sea T : R — R™ dada por

T(t) = f(to) + (t — to)v la mejor aproximacién afin de f en tg con v = (vq,vg, ..., v,). Entonces
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conforme t — ty cada funcién componente tiende a 0 .-,

i 10 = fit)
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.. cada f; es diferenciable en t
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Supongamos que cada f; es diferenciable en ty. Definimos 7" : R — R” tal que para cada t € R

T(t) = f(to) + (t = to) (21(£), 25(2), .., ,, (1))

Debemos comprobar que T es la mejor aproximacién afin a f en ¢. Es claro que f(tg) = T'(to)

Por otro lado
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lim M — 24 (t), ..., lim M -2 (t)) =(0,..,0) =0
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Por lo tanto T es la mejor aproximacién afin de f en ¢y .. f es diferenciable en t, O



