Operaciones con Funciones Vectoriales

Las operaciones usuales del algebra vectorial pueden aplicarse para combinar 2 funciones o una

funcién vectorial con una funcién real.

Si f v g son funciones vectoriales y si u es una funcién real, teniendo todas un dominio comun,
definimos nuevas funciones F' + G, uF y F' - G mediante

a) (F+G)(t) = F(t)+ G(t)
b) uF(t) = u(t)F(t)

c) (F-G)(t) = F(t)-G(t)

d) (F x G)(t) = F(t) x G(t) si F,G € R?

e) Si G = F ou entonces G(t) = F(u(t))

Limites de Funciones Vectoriales

El limite de una funcion vectorial se define mediante los limites de sus componentes
1.-Si f: A C R — R? es una funcién vectorial dada por f(t) = z1(¢)i + x5(t)j, v si
limy_,, 1 () y limy_,, x2(t) existe, entonces

lim f(t) = Ql;rr;xl(t)) i+ Q%M(@)i

t—a
2.-Si f: A CR — R3 es una funcién vectorial dada por f(t) = z1(t)i + z2(t)j + z3(t)k, y si
iy, 21 (t), limy_, x2(t) v limy_,, 23(t) existe, entonces

tim (1) = (ma,(6)) i+ (ms(6)) 5+ (i s(1))

t—a

Ejemplos: Encuentre

gt



L- Sir(t) = (1+¢3)i+tetj+ 52k

limr(t) = (hm 1+ hm te™", 1fim %ﬂt> =(1,0,1)

t—0 t—0 7130

2.- Si f(t) = (22¢,¢* +t 4 3) entonces

lim f(t) = (hmT hmt2+t—|—3) =(1,3)

t—0 t—0

Definicién 1. Sea f : R — R™ una funcion vectorial definida para todos los valores de t en
alguna vecindad de un punto ty, excepto quiza en ty. Entonces se dice que el limite de la funcion

f cuando t se acerca a ty es @ y se expresa como

lim f(t) =a

t—to

siy solo si¥ e >0 30 >0 tal que ||f(t) — a|| < € siempre que |t —to| < 0

Ejemplo: Se sabe que
lim(t,t) = (2,2)

t—2
Puesto que € > 0, determine § > 0 que verifique la validez del limite.

Tenemos que

11_r)r21(t,t) = (hmt hmt) =(2,2)

t—2 " t—2

*. Segun la definicion

(£, 1) — (2,2)] = V/(t —2)2 + (t — 2)2 = \/2(t — 2)2 = V2|t — 2|
si V2t—2| <e

podemos definir a § =

S

Problema.- Si f(t) = fi(t)i+ fo(t)j + fs(t)k v a = a1i+ asj + ask entonces demostrar que

lim f(t) =a < lm fi(t) =

t—to t—to



Demostracidén: Si

lim f(t) = a

t—to

entonces V e > 03 ¢ > 0 tal que ||f(t) — a|| < e siempre que 0 < |t — | < §. Asi que

f(t) —a=(fi(t) —ar)i + (f2(t) — a2)j + (fs(t) — as)k

y para todo 0 < |t — tg| < 9

|[fi(t) = as] <|f(t) —al <e
entonces |fi(t) — a;| < € por lo tanto

lim f,(t) = a;

t—to
Reciprocamente, si

lim £;(t) = a;

t—to

entonces Ve >0 36 > 0 tal que

|fi(t) —a;| < % siempre que 0 < |t — to| <9
Usando la desigualdad del tridngulo

|f(t) —al = [/1(t) = ay, f2(t) — az, f5(t) — as|

< LA10) = @l + 1f2(6) = aal + |fa(t) —as| < S+ 5+ 5 =€

Por lo tanto

lim f(t) =a

t—to

En resumen, si r(t) = (f(t), g(t), h(t)), entonces

t—to t—to

lim 7(t) = <11'm f(t), lim g(¢), lim h(t))
t—to t—to
en caso que existan los limites de las funciones componentes.
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Teorema. Si f: I C R — R? es una funcién vectorial, entonces

t—to t—to

Donde f(t) = (z1(t),- -+, zn(t))

Demostracion:

Si
lfm f(t) = L

t—to

entonces V e >0 3 > 0 tal que si 0 < |t — to| < J, entonces || f(t) — L|| < €. Pero como

1F(t) = LIl = N1 (@) = by, wn(t) = Il = (Z(%(t) - l,~)2> <e

=1

se tiene que

n

|zi(t) = L] < (Z(fi(t) - lz‘)2>

i=1
Por lo tanto dado € > 0 existe 6 > 0 tal que 0 < |t —to| < 0 = |z;(t) — ;| < € por lo tanto

t—to

Reciprocamente

Supongamos ahora que

t—to

Esto quiere decir que V¢; >0 3 §; > 0 tal que 0 < [t — to| < §; = |xi(t) — L] < €.

Sea € > 0y sea ¢; = = tomamos § = min(dy, - - ,d,).
Para esta d se tiene 0 < |t — o] < § = |x;(t) — ;| < = Vi=1,--,n, entonces
n ) 3 AN
15— ) = (;m(w 1) ) < (Z () ) -
Por lo tanto
A=t



Teorema.- Propiedades sobre limite.

Sean f,g: D CR > R"ya=(ay, - ,a,) b= (b1, -+ ,by)

a) Si
lim f(t)=a y limg(t)=0>

t—to t—to
entonces

lim f(t)+g(t) =a+0b

t—to

Demostracion: Si

lim f(t)=a y limg(t)=0>

t—to t—to
entonces Ve > 030 >0tal que 0 < |t —to| <= [f(t) —a| <5 ylgt)—0b| <3,
por lo tanto
¢

[f () +9(t) = (a+0)| = [f(t) —a+g(t) = b < |f(t) —al +[g(t) — b < §+ 5 =€

por lo tanto

lim f(t) +g(t) =a+0b

t—to

lim f(t)-g(t)=a-b

t—to

Tenemos que f(t) - g(t) = f1(t) - g1(t) + -+ + fu(t) - gn(t) y como

lim f(t)=a 'y limg(t)=0

t—to t—to

entonces

lim f;(t) =a; vy limg(t)="b

t—to t—to

Por lo tanto

lim () - g(t) = Hm fi(6) - ga(t) + - + fult) - galt)

t—to t—to
= tlgg fit) - qi(t) + -+ tlgg fa(t) - ga(t)
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:al.b1+...+an.bn
=a-b

Por lo tanto

lim f(t)-g(t) =a-b

t—to
c) Paran =3

lim f(t)xg(t) = axb

Tenemos que
1 J k
FOxg(t) = |fi(t) folt) fa(t)

gi(t) g2(t) gs(t)
= [f2(t) - g3(t) — g2(t) - f3(1), f1(t) - g3(t) — gu(t) - f3(t), [1(t) - 92(t) — gu(2) - fal(t)]

Por lo tanto

I f(#)xg(t)

t—to

= lim fo(t)-g3(t)—g2(t)- f3(t), tlifg fi(t)-g3(t)—g1(t)- f3(t), th;fg J1(t)-g2(t)—g1(t)- fa(t)

t—to
= lim f5(t)-g3(t)—lm ga()- f3(¢), Hm f1(t)-gs(t)—Hm g1(2)-f5(2), lim f1(£)-g2(t)—lm g1 (£)- f2(t)
t—to t—to t—to t—to t—to t—to
= (Zgbg - bQCLg, Cleg — (Zgbl, a162 — b1a2 = axb
Por lo tanto
lim f(t)xg(t) = axb
t—to

Jin [[/(t)]| = [lal
0

tenemos que [|£(8)] — [lall| < [1f(t) — al] < e

(x)Como lim f(t) =a entonces |f(t)—al <e siempre que 0 < |t —ty| <O

t—to
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Por lo tanto || f(t)] — |a|| < € siempre que 0 < |t — ty| < 4, por lo tanto

I [| (@) = [lal]

t—to

Para precisar si

lim (1) = L entonces  Jim [/(1)] = Jim [£2(0) + f3(0) + f3(0)]?

t—to

éﬁmﬁ@+ﬁm+ﬁmf

t—to

(*) Por la continuidad de la funcién |/~

2 2 212
_ [(ggg) ﬁ(t)) T (tlg% f2<t)) n (tlgg fg(t)> ]
= (L34 L5+ L) = L]

Ejercicio: Se sabe que

lim(t, t*) = (2,8)

t—2
Puesto que € > 0, determine > 0 que verifique la validez del limite.

Tenemos que

lfm(t, %) = (hmt,h'm t3> — (2,8)
t—2 t—2 t—2

Por lo tanto V e > 0 3 41,0y tal que si 0 < [t —2| < 0y = [t — 2| < 5 v ademas si
O<|t—2<d=|t3—-8| < 75> entonces tomamos § = min(dy, ds).

Por lo tanto si

o<u—m<5:mm%—@@H=¢u4W+@““V<V&%)+<§§ -

Por lo tanto
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Funciones Acotadas.- Se dice que una funcién f(t) es acotada en un intervalo I si existe un

escalar M > 0 tal que ||f(t)[| <M Vtel

Ejercicio.- Demostrar que si thr?f(t) = L entonces f es acotada en 0 < [t — ty| < 0
—to

Demostracién: Supongamos que f(t) — L cuando t — ty. Entonces para un ¢ > 0
arbitrario, 3 0 > 0 tal que |f(t) — L| < € siempre que 0 < |t — to| < 0.
Entonces |[f()[| = [|f() = L+ LIl < [lf(t) = LIl + [|IL]| < e+ [|L]

por lo tanto basta tomar M = ¢+ || L]|

Ejercicio.- Si f(t) es acotada en ¢y y g(t) — 0 cuando t = ty, demostrar que f(t)xg(t) —

0 cuando t — .

Demostracion: Sea € > ( arbitrario como f(t) es acotada en to 3 M > 0y un 4; > 0 tal
que [[f(t)]| < M Vo€ (tg—0d,to+6).
Por otro lado si g(t) — 0 cuando 0 < |t — to| < &2, entonces [|g(t)|| < 5. Por lo que
al tomar 0 =min{dy, d2} se tiene que si 0 < |t — ty| < 0 entonces 0 < |t — o] < d1 ¥

0 < |t — tg| < do. Por lo tanto

[f(£)xg(t) = O] = [f()xg(t)| = [F(B)] [9()] | sin(f, g)]
< |fO] 9] < M7 =¢
Por lo tanto f(t)xg(t) — 0 cuando t — ¢,

Ejercicio.- Sea lir?f(t) =L, tlir?g(t) =M y limh(t) = N.
—

t—=to 0 t—=to

Entonces thr? [fgh] = [LMN] donde [abc] =@ - bxc.

Solucién: Tenemos que

lim [fgh] = lim f(¢) - (g(t)xh(t))

t—to t—to

= lim f(¢) - tlir? g(t)xh(t)

t—to

= lim f(¢) - thjg g(t)x lim h(t)

t—to t—to

= L+ MxN = [LMN]



Ejercicio.- Si lim f(t) =a y lim¢(t) = ¢ entonces demostrar que lim¢(t) f(t) = ca
t—to t—to t—to

Demostracion: Si lim f(t) = a y lim¢(t) = ¢, entonces para 0 < g < 1 3§ > 0 tal

t—to t—to

que si 0 < [t —to| <0 entonces |f(t) —al <e y |o(t) —c| <€

Por otro lado se tiene que
[0(t)] = e+ o(t) —c| < e[+ [o(t) — ¢ <[ + e < e[ +1
y al escribir
¢()f(t) — ca= ¢(t)f(t) — ¢(t)a+ ¢(t)a — ca
= o(O)[f(t) — a] +alo(t) — ]

Se tiene que
lo(2).f (t) = call = [|p(@)[f (t) — a] + a[é(t) — ]|
< le@OIIf () — all + llallll¢t) — <]
< (lel + 1)eo + llalleo = eo(le] + 1 + [lal)

Por lo tanto basta tomar
€

(lef + 1+ [lal])

€ —



