Funciones de R™ en R™ 1

Teorema de la Funcién Inversa'
Funciones de R en R'

Sea y = f(x) una funcion real de variable real con derivada continua sobre un conjunto abierto A y sea
2o un punto de A donde f'(zg) # 0.
Considere la funcién F(x,y) =y — f(x) y calculemos sus derivadas parciales. Asi

oF , oF
_— = = _— = 1
o = @ oy
OF OF
Notese que F, ——, —— son continuas sobre el conjunto
dr’ Oy

B={(v,y) eR*| x € A}

Considere ahora como solucion inicial el punto (zg,yo) donde yo = f(xg). Tenemos que

F(zo,50) =0 'y gj(wo,yo) #0
x
De manera que se cumplen las hipétesis del Teorema de la Funcién Implicita. Luego entonces cerca del
punto (z, yo) la variable x puede representarse en términos de la variable y. Estos expresado formalmente
nos dice que existe una unica funcion implicita = g(y) con dominio un intervalo J = (yo — k,y0 + k) y
con rango I = (zg — h,xo + h) tal que

9(yo) = zo
y, para toda y, en el intervalo J
OF
Flgy)y) =0y —-(9(y),y) #0

ademas, g y su derivada ¢’ son continuas sobre J, y

5y (9(W),y) 1 1

gy = Ty —Fw) @)

La funcién g que ha sido determinada no es otra que la funcién inversa

Ejemplo Sea f la funcién definida por la regla de correspondencia f(r) = —a® — x. Si calculamos su

derivada, tenemos f’(x) = —5z* — 1. Observese que f'(x) < 0 para toda x en los reales, por lo que
f es decreciente sobre toda la recta real y a su vez es uno a uno.

Concluimos asi que la inversa de f esté definida sobre toda la recta real y que su gréfica es decreciente.
Sin embargo, no se puede obtener la regla de correspondencia para la inversa. Sin embargo, podemos
calcular su derivada. Sea y cualquier niimero real y supéngase que x es tal que f~*(y) = x. Asf

_1y/ _ 1 1 _ 1
U= T T @ T e
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Funciones de R™ en R™ 2

Funciones de R2 en R2 '

Para el caso de una funcion F : U C R? — R? se tiene

v Y

/\\F[f(li.v),s(u.ﬂ)ﬂu)

o (%2)

() \\)

Nuestro problema es, dadas las funciones @ = f(u,v) y y = g(u,v) que describen a z,y como funciones
de u, v, cuando es posible establecer "funciones inversas"que describen a u y v como funciones de x, y.
Es decir queremos tener

(F_l OF)(U, v) = F_I(F(u, v)) = F_l(xay) = F_l(f(u,v)7g(u,v)) = (u7v)

(FoF~Y)(a,y) = F(F~!(z,y) = F(u,v) = F(p(x,y),v(x,y)) = (2,7)

Un caso particular del Teorema general de la funcion implicita es el Teorema de la funcion inversa.
Dado un sistema de n-ecuaciones

fl(l'laan axn) =
f2($1,$2,---7$n) =12

Tratamos de resolver las n-ecuaciones para 1, T2, ...T,como funciones de yi, yo, ...

fn(xlaw% axn) =Yn

Esto es, estamos tratando de invertir las ecuaciones del sistema anterior, que es algo anédlogo a formar
los inversos de funciones como senxr = y y e* = y, solo que esta vez se intentard con funciones de
varias variables. La cuestion de existencia se responde por medio del teorema general de la funcion
implicita aplicado a las funciones y; — f;(z1, 2, ..., ) con las incognitas 1, xa, ..., . La condicion de
existencia para la solucién en una vecindad del punto zg es que el determinante de la matriz D f(zg) y
f=(fi, f2,.--fn) sean distintos de cero. Explicitamente:

of: of:

g | () =| A0
(asl,xg,...,zn) z=xo 6f (9f
n n
axl (120) ‘e axn (.T,o)
Mas atin, si consideramos las expresiones:
G(x7yauav) =T — f(u,’U) =0
H(xayau,v) = yfg(uvv) =0
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Funciones de R™ en R™ 3

Lo que pretendemos es "despejar'de ella a u y v en términos de = e y y poder establecer asi las
funciones u = ¢(z,y),v = ¥(z,y). Entonces el T.F.Im. (tercera version) nos da las condiciones para que
podamos hacer esto. Sea P = (x,y,u,v)eR* un punto tal que G(p) = H(p) = 0. Supongamos que en
0(G, H)

#0
d(u,v)
en P, entonces es posible "despejar'de ellas a v y v en terminos de x e y, y establecer asi funciones
u = o(z,y),v = ¢(z,y) definidas en una vecindad V' de (z,y) = F(u,v), las cuales tienen derivadas
parciales continuas en V' que se pueden calcular como
oG of oG of OH  dg OH  0Jg

una bola de centro en P las derivadas parciales de G y H son continuas. Si el jacobiano

du du’ B w du du

8(G7H) a£ a£ 1 _67f ag
Ou = - 9((z,v) _ ! det o v = —;det o _ v
0(u,v) 0(u,v) or  ov 0(u,v) 0 "o 0(u,v)
99
ou v
Por 1 T — = _
or lo tanto o7 a(f,9)
0(u,v)
a(G, H) 96 9G 0 _9f af
ou_ oyw) _ 1 f O v 1 W o
gy  OGH)  Of9) OH OH 9(/,9) dg 0(f,9)
O(u,v) d(u,v) Dy v O(u,v) 1 "o O(u,v)
of
Por lo tanto: — = ——9v
0 o(f.9)
d(u,v)
06 1) oG oG OF | g
O((wz) 1 det ou Oz _ 1 det ou o
0(u,v) 0(u,v) ou  or O(u,v) “ou 0 O(u,v)
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Funciones de R™ en R™ 4

0(G, H) 9G  9G _9f of
LT[ R ) B PR S B il
dy (G, H) o(f.9) OH OH a(f,9) g a(f,g)

O(u,v) O(u,v) u Oy d(u,v) o 1 O(u,v)

En resumen tenemos: Sean f,g: U C R? — R funciones definidas en el conjunto abierto U de R?. Sean

xr = f(u,v), y = g(u,v). Suponga que alguna bola B de R? con centro (u,v), las derivadas parciales g—f,

u
of 9g 9y 9(/,9)
ov’ Ou’ Ov (u,v)
donde podemos definir "funciones inversas"u = ¢(x,y),v = ¥(x,y) es decir tales que u = p(z,y),v =

Y(x,y),y flelx,y), v(z,y) =z, 9(p(z,y), Y(z,y)) =y para (z,y)eV las cuales tienen derivadas parciales
continuas en V que se calculan como

son continuas. Si el jacobiano es no nulo en (u,v) entonces 3 una vecindad V de z, ¢

o))

99 of 99 of
0 gy M g W g w_ g,
or  9(f,9) "oy  Ofig) " ox  Ofg) " Oy Of9)
O(u,v) O(u,v) O(u,v) O(u,v)

Dada la funcién inversa F'~!(z,y). Esta tiene por funciones coordenadas a las funciones u = ¢(z,y).
Es decir F~Y(z,y) = (u,v) = (¢(z,y),¥(x,y)). La matrix jacobiana de esta funcion es:

ou ou
dr Oy
JF™! =
o o
oxr Oy
ou Ou Ov 9
El resultado anterior () nos dice como calcular las derivadas parciales —u, —u, —U, @ en una vecindad
Oz’ dy’ Oz’ Oy
0
V de (x,y) al sustituir las formulas correspondientes en JF !, recordando que 8?5’ 3 = det(JF).
9 9
v ___ Ou 99 _9f
det(JF) det(JF) 1 81} 81}
JF~t = =
% ﬁ det(JF) dg of
0w ou Ou Ou
det(JF)  det(JF)
Multipliquemos JF y JF~!, se obtiene
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Funciones de R™ en R™

of of 99 _9f
(JF)JF) = Ou Ov 1 Ov ov
@ @ det(JF) _@ 67f

ou Ov ou Ou

0f9g 9f9g 0
1 Judv Ovou
det(JF) 0 7@& @ﬁ
Ouodv Ovou

of

1 ou

B det(JF) dg

du

9f9g 0f9g

OJudv _ Ovou
det(JF)

1 0
0 1

|-

of
ov

of
ou

10
0 1

|

Asi concluimos que la matriz jacobiana de la funcién inversa de F es justamente la inversa de la matriz

jacobiana de F. Es decir se tiene

JEt=(JF)!

Teorema de la Funcién Inversa'

Sea F' : U C R®™ — R”™ una funcién definida en el conjunto abierto U € R™. Sea F(p) = ¢ donde
p = (21,-,%) Y ¢ = (y1,--,¥n). Suponga que en una bola B € R™ con centro p, F es clase C! y
detJF(p) # 0. Entonces hay una bola B’ € R™ con centro q en la que se puede definir la funcion inversa
de F, F~! la cual es de clase C' y JF1(y) = [JF(z)]"" donde y = F(z) € B’

Ejemplo Sea g : R — R una funcién continua tal que g(0) = 1. Considere la funcién F : R? — R? dada

2
por F(z,y) = (fjg(t)dt, f; g(t)dt). Demuestre que esta funcién tiene una inversa F~' definida

en una bola B del origen de coordenadas. Determine JF ~!

Tenemos que:

fien) = [ o= [ g [ ga=- [ gt [ oo

Anéalogamente

Por lo tanto

gpo UL f) _ % ZT?
I(z,y) Erl

0
A gta)

(0,0) ’

—g(0)
g(0%)2 %0

1

-1

‘:1—0:1#0

¥ TFacultad de Ciencias UNAM

Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz

Calculo Diferencial e Integral IIT



Funciones de R™ en R™ 6

Por lo tanto en los alrededores del (0,0) podemos definir "funciones inversas". Ahora para calcular
JF~! tenemos que

—1

0 emer | -1 I B I I
JE= = (JF) _’ 0 1| <=7]0 1|7 |0 -1
. a b _ 1 d -b
* Recordando que si A = ( ¢ d ) entonces A7 = ZetA ( e 4 )
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