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Teorema de la Funcién Inversa'

Teorema 1. Sea F : U C R™ — R" una funcion definida en el conjunto abierto U € R". Sea F(p) = q
donde p = (21, ....,20) Y ¢ = (Y1, ..., Yn). Suponga que en una bola B € R™ con centro p, F es clase C* y
detJF(p) # 0. Entonces hay una bola B’ € R™ con centro q en la que se puede definir la funcién inversa
de F, F~1 la cual es de clase C* y JF~1(y) = [JF(x)]"" donde y = F(x) € B’

Ejemplo Considere las ecuaciones
r=u+v+e”
y=u+w+ e
r=v+w+ e

para p = (u,v,w) = (0,0,0) se tiene que ¢ = (z,y,z) = (1,1,1) el determinante de la matriz
jacobiana de la funcion F(u, v, w))(z,y, 2) es:

oz oz oz
= = = 1 1 eV 1 11
0 u v dw
detJan((x’y’Z)): gy oz Oy || 1 e -1 21
u,v,w 121: g 72) 3u
ou v ow 3e LT 00 311
Si calculamos su determinante obtenemos
1 1 1
o2 1 =ix 2 e N 2 o ) S x (1= 3) 41 x (1—6) = 1425 = —2 £ 0
311 1 1 3 1 3 1

.". Podemos localmente invertir la funcién F, entorno al punto ¢, donde podemos definir funciones

de clase ¢! u(z,y,2),v(x,y,2) y w(x,y,2). Ahora bien como
11 1| -0 3
JF Y q)=[JF(p) '=|1 2 1 = -1 1 0
311 x|l 2 -1 -3
1 1 1
* Vamos a calcular la inversa usando la matriz de cofactores de la matriz 1 1
3 1 1
el I B O D I B e
1 1 1 3 1
11 11 L2 9
(=1)* x (—1)23 x | o 9
1 1 3 1
11 11 11 Lo
_1)3+1 _1)3+2 1)3+3
x|y g | ey arex ]|
Transponiendo la ultima matriz tenemos
1 0 -1
2 0
-5 2 1
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1 1 1 1 1 0o -1
1 2 1 = — X 2 0
3 1 1 a -5 2 1
.. las parciales son:
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Ejemplo El problema de factorizar un polinomio 2" + a,_12" " + --- + ag en factores lineales es, en
cierto sentido un problema de funcién inversa. Los coeficientes a; son funciones conocidas de las n
raices 7;. ;Se podran expresar las raices como funciones de los coeficientes en alguna regiéon?. Con
n=3, aplicar el teorema de la funcién inversa a este problema y enunciar la conclusién acerca de la
posibilidad de hacer lo planteado.

Soluciéon Para el caso n=3 tenemos que podemos factorizar el polinomio de la siguiente forma
23+ agr® + a1 +ag = (v — 1) (x —ro)(z —73)
desarrolando el lado derecho tenemos que

3 7"3332 — 7“2:132 “+ ror3T — r1x2 + xrirs + rireT — T3

(x—r)(x—ro)(x—1r3) =2
que se puede escribir
23+ 2?(—r3 —rg — 1) + x(rer3 + rirs 4 T1TR) — 17T
igualando las expresiones

3 2 3 2
x° + agx” + a1z +ag = x° + x*(—r3 —ro —r1) + x(rers + 1173 + r1r2) — T1Tr2rsy

por lo tanto igualando coeficientes

ag = —TiraT2
a1 =Ter3 +1r17r3 + 1172
Az = —T1 — T2 —T3

Al sistema anterior le aplicamos el teorema de la funcién implicita para comprobar si las raices se
pueden expresar en términos de los coeficientes, para ello calculamos el determinante de jacobiano
del sistema que en este caso es

dag  Oag  dag

grl gm gr3 —Trer3  —Trirs  —Trir2
J = Tfpi 787“; 78?2 =|r3+re r3st+ry ro+nr

das das daz _1 _1 _1

8r1 67“2 87‘3
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de esta manera el determinante del jacobiano es

—Trirs —Trirs —Trire —Trirs —Trirs —Trire
det | rs+ro r3+1r1 ro+7r1 | =|r3+1r9 T3+T1 T2 +T1 =
-1 -1 -1 -1 -1 -1
rg+ry ro+11 r3+re T2+ T1 rs+re T3+
(*7’27’3) X _1 _1 — (—7’17“3) X _1 1 —+ (—7"1’/‘2) X 3 1 =
(—=rors) X (1o —1r3)+(r1irs) X (11 — r3)—(rire) X (r1 — re) = —rorsro+rarsrs+rirsri—rirsrs—rireri+rirars

que se puede escribir
= T3riry — r3riT3 — T3rery + r3rers — roTiry + rorirs + rerery — Torers

= (r3ry — rare —Tor1 +rore)r1 — (rar1 — r3re — rory +rora)ry = (r3ry — r3re — ror 4+ rore)(r1 —r3)
= ((r3 —r2)r1 — (r3 —r2)r2)(r1 —13) = (r3 —r2)(r1 —r2)(r1 — 13)

Este ultimo término no es cero si el polinomio tiene raices distintas. Asi el teorema de la funcién
inversa muestra que las raices se pueden hallar como funciones de los coeficientes en alguna vecindad
de cualquier punto en el que las raices sean distintas. Esto es, si las rices 71, r2, 75 de 23 + as2? +
a1x + ap son todas diferentes, entonces hay vecindades V de (r1, ro, r3) y W de (ag, a1, a2) tales
que las raices en V son funciones de los coeficientes en W.
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