Funciones de R™ en R™ 1

Regla de la Cadena.

Ejemplo Dadas g(z,y) = (zy,52,9%) v f(x,y,2) = (32 + y? + 22, 5zyz). Calcular JFog

Solucién En este caso

Tf(g) = [ 28 @5m ) Gy Sey?) G(ay Sey’))
8f2 2 (wy,52,y°) Y2 (xy,52,9%) G2 (wy, 52,97

7‘9(5“’2) (2y, 5z, y%) 78(552!'2) (zy, 52, °) %(my, 52,y°)
<6x |@vsess) 20 |@useas) 22 [@uses) ) - < 6$y3 10x4 Qyz )
592 | (ay 5ap®) DT |(ay 5eas)  OTY |(ay5r.0) 25zy”  Sry” 2527y

Mientras que

g1 991 O(xy)  9(zy)
ox Jy ox Oy Yy x

Jg _ | 992 992 9(5z) d(bx) — (5 0
ggx 385! 0813 aayS 0 342

3
e g) \p ap) Voo
Por lo tanto
Jfog=Jfa) . Jg— (St 10 27 You ) L (6ayP 4500 6oty + 6a®
§=J1\9) 9= 25zy%  bryt 252%y 0 342 a 50zy* 1002293

Teorema 1. Sea f : D' C R™ — RP una funcidn definida en el abierto D' C R™ y sea g : D C
R™ — R™ wuna funcion definida en el abierto D C R™. Si g es diferenciable en xg € D y f es
diferenciable en g(x¢) € D’ entonces la funcion f o g: R™ — RP es diferenciable en xg

Demostracion. Tenemos que probar que

1t 1@ (@o + 1)) = flg(@o)) = JF(g(z0)) Jg(o)h]| _ (1)
h—0 1Al

y para esto vamos a trabajar el numerador de la expresién anterior, tenemos entonces que
1/ (g(zo +h)) = f(g(z0)) — Jf(9(x0))Jg(z0) || =

1 (g(xo+h))=f(g(x0)) =T f(9(x0))(g(xo+h)—gwo)+J f(9(x0))(9(xo+h)—gx0)—J f(g(x0)) g(xo) || =
1/ (g(zo+h)) = f(g(x0)) —J f(g(x0))(g(z0+h) —gzo)+J f(g(x0)) [(9(x0 + h) — gzo) — Jg(zo)h] || <
1 (g(zo+h))—f(g(z0))—J f(9(x0))(g(zo+h) —gzo)l|+I|f (9(x0)) [(9(x0 + h) — gzo) — Jg(zo)h] || <
Como [|Jf(g(xo))h| < M||h|

1 f(g(xo + h)) = flg(xo)) — T f(9(20))(g(xo + k) — gzo) || + M||(g9(x0 + h) — gxo) — Jg(x0)hl
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Funciones de R™ en R™ 2

Como g es diferenciable en g, dado € > 0, existe §; > 0 tal que ||h|| < §; entonces

[(g(xo + h) — gxo) — Jg(z0)h|| < €

il 20
por lo tanto
h
(oo + h) — gzo) — Ja(zohll < D1

Ahora para
1 (g(@o + 1)) = f(g(z0)) — J f(g(x0))(g(z0 + h) — g(zo)|l

Como f es diferenciable en g(z¢) entonces

|1f(g(zo + ) — f(g(z0)) — J f(g(z0))|| € .
0 ||h||0 0 <o = £ (g(zo+h))—f(g(x0))—J f(g(x0))h| < T

2]

por lo tanto

1 (g(xo + 1)) = fg(x0)) — T f(g(x0))(g(z0 + h) — g(zo)[| < 2754[1”9(:”0 +h) = g(@o)l
ahora bien
lg(zo+h)—g(zo)ll = llg(zot+h)—g(x0)—Tg(zo)h+Tg(z0)h|| < [lg(zo+h)—g(z0)—Tg(x0)h|+[|Tg(zo)R|l
SR+ Ml = ]|y

e=1
por lo tanto

(g (o+h)= F(9(0)) =T (g0 (a(woth)~g wo)]| < 53 lg(wo+h)=g(wo) | < 53l = Sl

regresando ahora a (1) y tomando 6 = min{dy, d2, d3} se tiene que si ||| < ¢

Utotas + 1)~ o) It Iotanhl _ L (g ard20)

121 [ 2M

por lo tanto
i 1 9o + 1)) = f(g(z0)) = T f(g(x0)) Tg(wo)hll _
h—0 [12]]

Teorema de la Funcién Implicita (version 1) I

Teorema 2. Considere la funcion y = f(x). Sea (z0,y0) € R? un punto tal que F(zo,y0) = 0. Suponga

0

que la funcion F tiene derivadas parciales continuas en alguna bola con centro (xq,yo) y que a—(xo, Yo) #
Y
0.

Entonces F(z,y) = 0 se puede resolver para y en términos de x y definir asi una funcién y = f(x) con
dominio en una vecindad de (x0,y0), tal que yo = f(x0), lo cual tiene derivadas continuas en V que

F
ai(x? y)
pueden calcularse como y' = f'(z) = _3%'7’ x €V
@(I,y)
# Facultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz

Calculo Diferencial e Integral IIT



Funciones de R™ en R™ 3

oF oF
Demostracion. Como — (o, yo) # 0 supongamos sin perdida de generalidad que — (2, yo) > 0. Por ser

Jy oy

F
—— continua en una vecindad de (zo, yo) entonces exite un cuadrado S, centrado en (zg, yo) totalmente

dy

r
contenido en esa vecindad, en donde — (z,y) >0V z,y € S.

dy
Sea
S:{(:c,y)G]R2 | le — x| < ky|ly—yo <k}

3

Yotk — =
Yo —
Yo—k —T—

| s
| | |

XO—k X0 x0+k

oF
En todo punto (z,y) que pertenece a S, — (x,y) > 0. Esto quiere decir que en S, F es creciente y fijando

dy

xo en [xg — h,xo + h]) se tiene que F es creciente en [yg — k, yo + k| y se anula en yq, por lo que
F(zo,yo—k) <0 y F(zo,y0o+k) >0

Consideremos ahora el par de funciones F(x,yo—k) y F(z,yo+k) definidas en el intervalo (xg—k, zo+k).
Donde ambas funciones solo tienen x como variable. La primera funciéon cumple F(zq,y0 — k) < 0 y por
ser continua en g, es negativa en toda una vecindad (zo — hixo + hy) de xg.

Analogamente, la segunda funcién cumple F'(xg,yo+ k) > 0 y por ser continua en xg, es positiva en toda
una vecindad (zg — hozo + ha) de .

Sea h = min hq, he. Entonces para toda x tal que |z — xg| < h se tiene

F(xvyo_k)<0 Y F($7y0+1€)>0

Fijemos x en el intervalo (zg — h,zo + h), y consideremos a F(z,y), sélo como funciéon de y, sobre
[yo — k,yo + k]. Esta funciéon cumple que

F(z,yo—k) <0 y F(z,yo+k) >0

por lo tanto segun el teorema del valor intermedio, existe un unico y en (yo—k, yo + k) tal que F(z,y) = 0.
Asi queda establecida la existencia y unicidad de la funcién y = f(x). Donde ademas, yo = f(xo), y para
todo x € (xg — h,zo + h)

oF

F(!Lf(.%‘)) = 0, Y aiy(anyO) 7é 0
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Funciones de R™ en R™

Ejercicio Si

. Tl
g (&Y
calcular y”
Solucion En este caso
o B) [ gRE] - 0 [#hE + 5F e

or\ |9’F | 0°F o _(a_F) O°F da | O°F
Oy Ox2 Oyox OF ox Ox0y dx oy?
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