Funciones de R™ en R™ 1

Teorema de la Funcién Implicita (version (1)) I

Teorema 1. Considere la funcion y = f(x). Sea (z0,y0) € R? un punto tal que F(xq,yo) = 0. Suponga

que la funcion F tiene derivadas parciales continuas en alguna bola con centro (xo,yo) y que 6—@07 Yo) #
Y
0.

Entonces F(xz,y) = 0 se puede resolver para y en términos de x y definir asi una funcién y = f(x) con
dominio en una vecindad de (xo,y0), tal que yo = f(x0), lo cual tiene derivadas continuas en V que

F
aix(xﬁl)

- OF
Fy(x7y)

pueden calcularse como y' = f'(x) = ,xEV

Vamos ahora a probar que f es continua en (xg — h, zg + h) haciendo ver primero que es continua enzg y
despues mostrando que es continua en todo x € (xg — h,zo + h)

Demostracion. Sea 0 < e < k. Si se repite el proceso para determinar la funcion f, pero ahora restringidos
a un cuadrado mas pequeno T, centrado en (xg,yo), descrito por

T={(z,y) €R* | Jo 20 < e |y—yol <el}

obtenemos la misma funcién pero con dominio restringido a un intervalo (zg — 0, ¢ + ) con 6 < h y con
rango contenido en el intervalo yo —¢€, yo + €. Asi, por la forma en que es determinada la funcién f, tenemos
que para cualquier 0 < € < k, existe § > 0 tal que para todo x, si |x — x| < J entonces |f(z) — f(zo)| < e.
Por tanto, f es continua en xy.

Para probar que f es continua en x V « € (zg — h,zo + h) témese x1 en (zg — h,xo+ h) con z1 # ¢ y un
€ > 0 lo suficientemente pequefio para garantizar que el cuadrado

U={(z,y) eR* ||z —z1 <e, |y—wl|<el}

centrado en (x1,y1) y donde y; = f(x1) este totalmente contenido en el cuadrado original S, y ademas
para todo x tal que |x — x1 < €, € (xg — h, zo + h). Asi, repitiendo el proceso para determinar f, ahora
restringiendonos a las x que cumplen |z — 21 < €, encontramos que existe una 0 < §; < e tal que, para
todo x, si |x — 21 < d; entonces |f(z) — f(x1) < e. lo cual quiere decir que f es continua en z;. Por
consiguiente, f es continua en (zg — h,xg + h) |
Ahora probaremos que y’ es continua en I = (xg — h,xo + h) con derivada
oF
r__ 2
Yy =or
Jy

Demostracion.Como F tiene parciales continuas en zg entonces F es diferenciable en xy por lo tanto

oF oF
F((z0,y0) + (h1,h2)) = F(x0,y0) + 5= (0,%0)h1 + (%0, y0)h2 + 7(h1, ha)

oz dy
donde (he. ho)
r\ni, N2
lim — = =
(h1,h2)—(0,0) [[(ha, ho) ||
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Funciones de R™ en R™ 2

tomando xo + hy € I y haciendo yo + ha = f(xo + h1) se tiene
F((wo,y0) + (h1,h2)) = F(xo + h1, f(zo + h2)) =0

también
F(z0,90) =0
por lo tanto
F(xo 4+ hy, f(xo + h2)) — F(x0,y0) =0
esto quiere decir

oF

oF
o (z0,y0)h1 + ——(x0,y0)h2 + r(hi,hz) =0

dy
como
r(h1,h2) =0 para hy,hy cercanas a 0

%(ﬂﬂovyo)hl + %(Iovyo)hz =0
por lo tanto
hy _ G (z0.y0)
hi %(iﬂoayo)

pero hy = Ay y hy = Az por lo tanto

& _ %(xo,yo)

s %(xo,yo)

haciendo Ay Ax — 0 se tiene
oF
(o) = L — 20, v0)
dz 3y (o, %0)

este mismo razonamiento es valido para z € I. ]

Teorema de la Funciéon Implicita ( Versién (2)) I

Considere la funcién F(x,vy,2). Sea (2o, Yo, 20) € R? un punto tal que F(zo,yo, 20) = 0. Suponga que la

oF OF
funcién F tiene derivadas parciales 9 90 Da continuas en alguna bola con centro (zg, Yo, 20) ¥y que
x Y z
OF

E(ﬂcoyyo, z9) # 0.

Entonces F(x,y,z) = 0 se puede resolver para z en términos de z,y y definir asi una funcion z = f(z,y)
con dominio en una vecindad de (xg,yo, 20), tal que zo = f(xo,yo), lo cual tiene derivadas continuas en
V que pueden calcularse como

oF OF
dz (@) 4, g oY)
az _ Oz az _ oy
dx(xaw_ OF d ( 7y>_ OF
%(ffay) %(xvy)

Importante: Este es un resultado que garantiza la existencia de una funcion z = f(z,y) definida
implicitamente por F(z,y,z) = 0. Esto es, puede resolverse para z en términos de x,y, pero no nos dice
como hacer el despeje.
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Funciones de R™ en R™ 3

oF
Ejemplo Sea f(z,y,z) = 2+ y + z — ze* entonces i 1 —e*(z+ 1) si el punto P(xg,%0,20) € R? es
2

oF
tal que o + yo + 20 =0y z # 0 y como 5. # 0. El T.F.Im. sugiere que podamos despejar z
z

en términos de z y y y establecer asi una funciéon z = f(z,y) con 2o = f(xo,yo) de modo que su
grafica en los alrededores de P coincide con F(z,y, z) = 0. Las parciales de la funcién f son

—oF —0F
OF _ "9r  _ —1 or _ oy _ —1
dr  OF  1—e*(z+1) dy  OF T 1-e(z+1)
0z 0z
Ejercicio Si
8F< )
dz _ %x,y
%(x,y) = T9F
@(%y)
calcular
or
0x2

Solucién tenemos que

oF 2 2 2 2 2 2
or OF\ [8°Fde | 8°F dy | 0°F dz| _ (OF\ | 8°F dz |, 0°F dy |, 9°F dz
82F 0 or (IE,y) (Bz) [8:52 dx + Oydz dx + 020x dz:| (81) |:8:582 dx + Oy0z dx + 022 dx
ox2 Oz or N (c’LF)Q
87(33’:” %
(al) 62F+ 8%F dz 7(87F) 8*F +82F@
0z Oz2 020z dx oz dx0z 022 dx
- oF\2
(5)
(BF) P’F | O°F _2ENT (al) o2r | o*F (_5E
Oz ox? 920z E’% T Oxdz 022 %%
- oF\2
(5)

!

2 92 2 2 92
(52) &% — 280 9w 0x + (55) &

(35)°

Teorema de la Funcién Implicita (Version (3)) I

Teorema 2. Considere la funcion z = f(z1,...,2,). Sea p = (z1, ..., 2n,y) € R*™! un punto tal que

F
F(p) = 0. Suponga que la funcion F tiene derivadas parciales ,i=1,...,n, y 873/ continuas en

8.%1'

oF
alguna bola con centro P y que D # 0.
Y

Entonces, F(x1,...,xn) = 0 puede resolverse para y en términos de x y definir asi una vecindad v de
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Funciones de R™ en R™ 4

R™ del punto (x1,...,2y), una funcion y = f(x1,...,x,) lo cual tiene derivadas parciales continuas en v
que se pueden calcular con las formulas

aF 6l‘ (xlv axn)

%(xl, JTn) = 81*}' con (T1,...,%n) €V
! 6:[/ (xla .-,.Tn)

Demostracion.

Una idea de como probar lo anterior es la siguiente:
Como aF # 0 entonces tenemos que E ~ 06 2E < 0 supongamos sin perdida de generalidad que £ >0

entonces tenemos que F(z1,za, ..., xq,y) es crec1ente cuando (21, ...,24) es constante F(ay, ..., aq,y) es
creciente Yy € [b— €,b + ¢] ademas se tiene que F(aq, ..., aq,b) = 0 entonces

F(a1,...,aq,b+¢) >0 F(ai,...,aq,b—€) <0

. Si (z1,...,xzq) € Bs(au,...,aq) entonces

F(z1,...,2q,0+€) >0 F(z1,...,24,0—€¢) <0 y F continua
se tiene entonces que 3! y = f(x1,...,24) € [b — €,b + € tal que F(z1,22,...,2q, f(21,22,...,24)) =
y b= f(z1,%2,...,2,). Hemos encontrado que si (z1,...,x4) € Bs(a,...,aq) entonces f(x1,....,24) =y €

(b—€,b+e€) .. fes continua.
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