Funciones de R™ en R™ 1

Ejemplo Se da el nivel cero de una funcién diferenciable F' : R* — R y un punto P perteneciente a este
nivel. Diga en cada caso si en los alrededores del punto p es posible ver la grafica de F como la
grafica de una funcién diferenciable del tipo

a) u=u(z,y,z2)
b) z=z(z,y,u)
C) Y= y(x, u, Z)
d) @ =a(y,zu)

para 22 + 32 + 22 +ut =4enp=(1,1,1,1)

Solucién En este caso para todos los incisos podemos definir f(x,y,z,u) =22 +y?> + 22 +u* —4=0y

para el inciso a, se tiene
OF
EJZQUMJLUZZ#O
por lo tanto es posible ver a la grafica de F como una funcién diferenciable del tipo u = u(x, y, z)
y sus derivadas parciales seran:
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para el inciso b, se tiene
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por lo tanto es posible ver a la gréafica de F como una funcién diferenciable del tipo z = z(x, y, u)
y sus derivadas parciales seran:
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Funciones de R™ en R™ 2

por lo tanto es posible ver a la gréfica de F como una funcién diferenciable del tipo y = y(z, 2, u)
y sus derivadas parciales seran:
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para el inciso d, se tiene
OF
% =2z |(1717171) =2 # 0

por lo tanto es posible ver a la grafica de F como una funcién diferenciable del tipo x = x(y, 2, u)
y sus derivadas parciales seran:
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Teorema de la Funcién Implicita (version (4)) I

Consideremos ahora el sistema,

au+bv—kix=0
cu+dv—koy=0

con a,b,c,d, ki, ko constantes. Nos preguntamos cuando podemos resolver el sistema para v y v en tér-
minos de x y y. Si escribimos el sistema como

au +bv = k1x
cu+ dv = kay

y sabemos que este sistema tiene solucion si det

2 ‘ # 0 en tal caso escribimos

1
u=—————(kidx — kaby), v =
a b
det ‘
c d

1

—————(koay — kycx).
a b

det ’
c d
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Funciones de R™ en R™ 3

Esta solucién no cambiaria si consideramos

au+bv = fi(z,y)
cu+dy = fao(z,y)

donde f; y fo son funciones dadas de x y y. La posibilidad de despejar las variables v y v en térmi-
nos de x y y recae sobre los coeficientes de estas variables en las ecuaciones dadas.

Ahora si consideramos ecuaciones no lineales en u y v escribimos el sistema como

g1(u,v) = fi(z,y)
92(u,v) = fa(z,9)

nos preguntamos cuando del sistema podemos despejar a uy v en términos de x y y. Mas generalmente,
consideramos el problema siguiente, dadas las funciones F' y G de las variables u, v, x, y nos preguntamos
cuando de las expresiones

F(z,y,u,v) =0
G(z,y,u,v) =0

podemos despejar a w y v en términos de z y y en caso de ser posible diremos que las funciones u =
v1(z,y) vy v = pa(x,y) son funciones implicitas dadas. Se espera que I'n funciones u = 1 (z,y) y v =
P2 (£E7 y) en

F(»Tvy,@l(x’y),@z(%y)
G(xvya 901(% y)7 @2(1‘7@/)

con (z,y) en alguna vecindad V.

Suponiendo que existen ¢ y o veamos sus derivadas

OFor OFdy OFou OFov_ _ oFou oFon _ oF
Or 0xr Oy dxr Oudx v dr oudxr v dxr  Ox

0Gdx G dy G du  9Gdv

9Gox 0Goy 0Gou 0G G Ou | 0G dv oG
Or 0xr Oy dxr Oudx Ovidr

0 duor Taver T o

. Aqui se ve que para

. ) . L. w0
Lo anterior se puede ver como un sistema de 2 ecuaciones con 2 incoégnitas e y e
X T

que el sistema tenga solucién
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Funciones de R™ en R™

# 0 en (P) (el det Jacobiano) y segin la regla de Cramer
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Analogamente si derivamos con respecto a y obtenemos
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lo llamamos Jacobiano y lo denotamos por

(con los dos det Jacobianos).

(con los dos det Jacobianos).
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Funciones de R™ en R™

Teorema de la Funcién Implicita (Version 4) I

Teorema 1. Considere las funciones z1 = F(x,y,u,v) y z2 = G(x,y,u,v). Sea P = (z,y,u,v) € R*
un punto tal que F(P) = G(P) = 0. Suponga que en una bola B € R* de centro P las funciones F
%((};”f)) (P) # 0 entonces las
expresiones F(x,y,u,v) =0 y G(z,y,u,v) = 0 definen funciones (implicitas) u = p1(x,y) y v = p2(z,y)
definidas en una vecindad v de (z,y) las cuales tienen derivadas parciales continuas en v que se pueden
calcular como se menciona arriba.

ot

y G tienen (sus cuatro) derivadas parciales continuas. Si el Jacobiano

Demostracion. Dado que

OF OF
u v
det #0
or oG
ou Ov

F F
entonces g—u(p), g—v(p), %(p), %(p) no son cero al mismo tiempo, podemos suponer sin perdida de
generalidad que %(p) # 0. Entonces la funciéon z; = G(z,y,u,v) satisface las hipotesis del T.F.I y en

una bola abierta con centro p, v se puede escribir como v = ¥(x,y, u).
Hacemos ahora

H(z,y,u) = F(x,y,u,¢¥(zx,y,u))

y tenemos que
OH OFdx OF 0y O0Fou OFd)p OF  OF )

Bu 0z 0u Oy0u 0udu Gudu Ou ' 9vdu

por otro lado

oG

o _ Gu
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ou o

por lo tanto

aG OF G _ QF 3G
o _oF oF0y OF | OF( ou) _ 2uor —ovou 4
u  Ou  Ovdu Ou v %ﬁ 9G
v ov
por lo tanto para H(z,y,u) = 0 tenemos que existe una funcién v = ¢i(z,y) y por lo tanto v =
(z,y,u) = Y(x,y, o1(z,y,u)) = pa(x,y) y por tanto u, v se pueden expresar en términos de x,y en una
vecindad de p. ]

Ejemplo Analizar la solubilidad del sistema
e"+e’=x+ye
ue + ve’ = xye
Solucién En este caso definimos

F(z,y,u,v) =€e“"+e"—z—ye=0
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Funciones de R™ en R™

G(m,y,u,v) = ueu +Uev — TYe = 0

oF OF
. ou Ov
por lo que el sistema tendra solucién si det #0
JF 0G
ou  Ov
En este caso
oF OF
ou v et ev
det =det| ., Lo pet et | e (ve’ + e”)—e" (ue" + e*) = ve" TV —ue’ T £ 0
oF 0G
ou v
por lo tanto u y v se pueden ver en términos de x,y .". se pueden calcular sus parcialesen u =0, v =
1, =1, y =1 que es este caso dan
1 _
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