Espacios Topoldgicos 1

Conjuntos Compactos

Definicién. Se dice que un conjunto K es compacto si siempre que esté contenido en la unién de una
coleccién g = {G,} de conjuntos abiertos, también esta contenido en la unién de algin ntimero
finito de conjuntos en g.

Una coleccién g de conjuntos abiertos cuya unién

contiene a K con frecuencia se llama cubierta de K.

De modo que el requisito para que K sea compacto

T . es que toda cubierta g de K se pueda sustituir por
' una cubierta finita g de K.

Ejemplo.- Sea k = {x1, 2, ..., s, } un subconjunto finito de R™ si G = {G,} es una coleccién de abiertos
tal que k C {G,} vy si todo punto de k pertenece a algin subconjunto de {G,} entonces cuando
més m subconjuntos de {G4} D k .-. k es un subconjunto compacto de R™.

Ejemplo.- Considere al subconjunto H = {z € R|z > 0}. Sea G,, = (—1,n) n € N de tal manera
que {Gp|n € N} sea una coleccién de subconjuntos abiertos de R cuya union contenga a H. Si
{Gn,,Gny, .., Gpn, } €s una subcoleccién finita de {G,|n € N}. Sea M = sup{ni,no,...,ni} de tal
manera que G,; C Gy, de aqui deducimos que Gy es la union de {G,,, Gy, ..., Gy, }. Sin embargo
el namero real M no pertenece a G; y por lo tanto no pertenece a Ule G- En consecuencia,
ninguna unién finita de {G,|n € N} puede contener a H .. H no es compacto

Proposicién.- Demuestrese que todo intervalo cerrado [a, ] de R es compacto.

Demostracién. Supongamos un recubrimiento abierto de [a, b] tal que no admite subrecubrimiento
finito. Entonces tampoco existe un subrecubrimiento finito para [a, ¢] [¢, b] con ¢ punto medio.
Entonces tampoco existe un subrecubrimiento finito para [a,d] [d, ¢] con d punto medio. Sea
I = [a,d] el intervalo para el cual no existe el subrecubrimiento finito.

Siguiendo esta construccién obtenemos una

( BE Y )EI VERVARY: %]._’»L{“‘—[’ielf‘il abierta  gycesién de intervalos anidados
dae |a.b

a b c
— I, = [an,by) C [an—1,bn—1]
St todo el intervalo . b—a .
no admite un subrecubrimiento de longitudes [an’ bN] = on tales que ninguno
finito de G, (abiertos). de ellos admite un subrecubrimiento finito.

entonces el subintervalo

[ ] tampoco
a c

Sea p = (\[an,bs] el punto de interseccién p es un punto de acumulacién del conjunto
{[an,bn] n € N} existe entonces € > 0 tal que contiene a p y sea [p—e,p+¢| CU.
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Entonces existe € N tal que Yn > r, 172%“ <eyV¥n>ran,b,) C U ya que ningun [ag, b]

admitia un subrecubrimiento finito.

Ejemplo.- Sea H = (0,1) en R. Si G,, = {%, 1- %} para n > 0 entonces la coleccién {Gp,,Gny, -y G, }
es una subcoleccién finita de {Gn|n > 2}. Sea M = sup{ni,...,nx} de tal manera que G, C Gy
se ifiere que Gy es la unién de {G,,, Gy, ..., Gn, } sin embargo el nimero real -1 pertenece a H
pero no pertenece a Gy .. ninguna subcoleccién finita de G,|n > 2 puede formar una subcoleccién
finita para H .". H no es compacto

Teorema. Si [¢,d] C Ry 2 € R. Demuestre que {2} X [¢,d] es compacto.

{x} x[c,d]

T |7

A 4

Demostracién. Sea {A;};c; un recubrimiento abierto de {z} x [c,d]; vamos a ver que podemos
extraer un subrecubrimiento finito.

{x} x[c,d]
N
d —t— —_— 4
C e
I >
I Cd
X

Entonces para todo p = (z,y) € {x} x [¢,d] existe i € I tal que p € A; y como A; es abierto
para algun r, > 0 se tiene que

(xvy) - B((m,y),ra) C Aicx
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{x} x[c,d]

T (xy) €A;=3 B((x,1),10) C A;

A 4

Donde
B((may)7ra) = (I - TQ,J?—FTOC) X (y - T‘aay—’—lr‘a)

de modo que {(y — 7o,y + Ta)}ye[c,q) € un recubrimiento abierto de [c,d] que, es compacto,
admitira un subrecubrimiento finito y

[C7d] C (yl —Tayy Y1 +TOél)LJ(yQ —Tass Y2 +TO&2)U"'U(yn —Tap,Yn +Tan)

y por lo tanto

n

{1‘} X [C,d] C U{(x_raﬂx'f'raj) X (yj —Ta;Yj +r0£j)} = U B((xvyj)ﬂrj> C U Aiaj
j=1

=1 =1

con lo que hemos obtenido un subrecubrimiento finito

Teorema. Los subconjuntos cerrados de conjuntos compactos son compactos.

Demostracién. Sea F un conjunto cerrado y K un conjunto compacto tal que F C K C R™.
Sea {G,} una cubierta abierta de F, entonces {G} U{F“} es una cubierta abierta de K, como
K es compacto entonces {G,F¢} tiene subcubierta finita que cubren a F'. Podemos quitar F*©
y se sigue cubriendo a F.
Asi obtenemos un refinamiento finito de cualquier cubierta abierta de F'.
F' es compacto.

Teorema. Si £ C K C R", donde F es un conjunto infinito y K es compacto, entonces F tiene un punto
de acumulaién en K.

Teorema: Heine - Borel . Todo subconjunto cerrado y acotado es compacto.

1. K compacto implica que K es cerrado.

Demostracién: Sea 7 € K¢y sea G, = {y € R"||ly — z|| > L, m € N} entonces y €

ExtB(z, L) cada G,, es abierta, la unién de todas las G, consta de todos los puntos de
R™ excepto x.
Dado que = € K cada punto de K pertenece a algin G,,. Debido a la compacidad de K, se
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m
infiere que existe M € N tal que K C U G;. Dado que los conjuntos G, incrementan con
1
m, K C Gy, de donde la vecindad {z € R"|||z — z|| < 1} no intercepta a K demostrando
que K¢ es abierto.
K es cerrado.

2. K compacto implica K es acotado.

Demostracién: Sea H,, = {z € R"|||z|| < m todo el espacio R y por tanto K estd contenido
en la unién de los conjuntos crecientes, H,, m € N. Dado que K es compacto existe
M € N tal que K C H,, por lo que K esta acotado.

Para completar la demostracién de este teorema se necesita probar que si K es un sub-
conjunto cerrado y acotado contenido en la unién de una coleccién g = {G,} de conjuntos
abiertos en R™, entonces esta contenido en la unién de algin nimero finito de conjuntos
de g.

Cada subcelda no admite

vy el S
un subrecubrimiento finito

Dado que K esta acotado, encontramos un punto
de acumulacién de K, como K es cerrado y € K
y esta en alguna celda abierta, por lo tanto existe
e > 0 tal que para cada w con ||y — w| < € en

Si toda celda no admite
un subrecubtimiento finito:

e — la celda abierta y si suponemos que g = {G,} no
et admite un subrecubrimiento finito llegamos a una
subrecubrimiento finito . .z

- contradiccion.

Hallamos asi una celda [ag, bg] X . . . X [ag,, b, ] que esta contenia en una vecindad del punto de acumulacién

"y” y ademds [ag, bk] X ... X [ag,, bk, admite un subrecubrimiento finito 57
o
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