Espacios Topoldgicos 1

Conjuntos Compactos

Teorema 1. Un rectdingulo [a,b] x [c,d] C R? es un conjunto compacto

Demostracion. Si {A;}icr es un recubrimiento abierto de [a, b] X [e, d]

1 [a,b] X [c, d] 1 la,b] X [c, d]

d —t= d =t
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O —t—
v

también es recubrimiento de {z} X [¢, d]

4 [a,b] X [c, d]

para cada z € [a, b] y ya habiamos probado que que existe r,, > 0 tal que el conjunto (z—r4, z+74) X [c, d]
admite un subrecubrimiento finito. Pero {(x — 7,2 4 o)} ze[a,5] €8 un recubrimiento abierto de de [a, ],
que, al ser compacto, admite un subrecubrimiento finito {(z; — ra,,2; +7a,)}7%;, entonces tenemos que

m

[avb] X [C, d] - U{(xj —Ta; Ty +T04j) X [Cv d]}
j=1

y cada uno de los (2 —7a;,%; +7a,) X [c,d], esta recubierto por un niimero finito de elementos de {A;},
luego el rectéangulo [a, b] X [c, d] es union finita de elementos de {4;};er O

Teorema 2. [a,b] X [c1,d1] X -+ X [en—1,dn—1] CR™ es compacto

Demostracion. La demostracién es un proceso inductivo del teorema anterior O
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Espacios Topoldgicos 2

Conjuntos Separados

Definicién 1. Dado un espacio métrico (X,d) y dos subconjuntos A, B C X diremos que A y B estan

separados si
A(\B=0=AB
Ejemplo En R? definimos
A=ext B(0,1) = {(z,y) eR* | 2> +y* > 1} B=DB(0,1) = {(v,y) € R? | 2? +¢*> < 1}
en este caso se tiene

A=ert B0,1) = {(z,y) eR* | 2* +¢y> > 1} B=B(0,1) = {(x,y) eR* | 2 +y* < 1}
A(B=0=AB
Conjuntos Conexos I

Definicién 2. Un conjunto conexo es un subconjunto G C R™ que no puede ser descrito como union de
2 conjuntos abiertos separados.

Intuitivamente, un conjunto conexo formado por una sola pieza “que no se puede dividir”.
Cuando un conjunto no sea conexo, diremos que es inconexo, disconexro o no conexo.

Teorema 3. Un intervalo es un conjunto conexo

Demostracion. Sea X un intervalo y supongamos que X es no conexo, entonces X = A;UB; AijNB; =
0 A #DBi#0

Al = X NA, By = XNB con A,B abiertos de R como A; # () Ja; € A; y como
Bi#0 3b1€B; a1 #by a1 <by,seaa=sup{z € Ai]a; < x < by} =sup{4;Na,b)}.

El supremo 3 pues A; N [a1,b) esta acotado, ademds a € [a1,0] = a1 <a<b = a€X
pues X es un intervalo.

Vamos aver quea € Ay y a € Bj.

a) Sia € A; C A, entonces a < by pues by € B, luego a € AN (—o0,b)

= 3 e>0talquefa—¢c,a+e] CAN(—00,b) = a<a+e<b a+e€ X pues X es un intervalo
at+e€X a+eCA = at+ecAi=ANX y oy <a<a+te<b

y a no puede ser supremo del conjunto anterior.

b) Si a € By C B, entonces a1 < a pues a; € A; luego a € (ay,00) N B abierto

= 1z € X, por ser X un intervalo, luego

[a—e,a] CX y a—¢€,adCB = [a—eaCB=XNB

= a — ¢ es una cota superior del conjunto anterior A; N[a1,b1] y como a — € < a luego a no puede ser
el supremo de dicho conjunto. O
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Espacios Topoldgicos 3

Teorema 4. La totalidad del espacio R™ es conexo.

Demostracion. 0
De no ser asi, existirfan 2 conjuntos abiertos ajenos no vacios A, B cuya unién seria R™.

Seax € A y y € B y considere el segmento S que une a x con y; es decir S = {z+t(y —z), t € [0,1]}.
Sean Ay ={teRlx+t(y—=x) € A}, By ={teRjz+y(y—x)€ B}.

A1NB; =0 Ay #0+# By y proporcionan una inconexién de S CONTRADICCION
Ya que el segmento .S, se puede ver como un intervalo, y los intervalos son conjuntos conexos.

Teorema 5. En un espacio métrico (X, d). X es un conjunto conexo si y solo si los inicos subconjuntos
que son cerrados y abiertos a la vez son X y ()

Demostracion. Sea A C X tal que A # X y A # () Supongamos que A es abierto y cerrado a la vez,
entonces A€ es abierto y cerrado a la vez ... A|J A€ es abierto y X = A|J A, esto quiere decir que X es

union de abiertos separados v/ O
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