Funciones Vectoriales (Funciones de R — R"™) 1

Parametrizando la interseccién de superficies

Parametrize la curva obtenida como la interseccién de las superficies 22 + y2 =4y 2?2 —y2 =2 — 1

Solucién
Observe que z2 4+ y? = 4 admite la parametrizacién trigonométrica dada por x = 2cos(t) y y = 2sen(t)
para 0 < t < 27. Segtin la ecuacién x? — y? = z — 1 se tiene que

z=2% —y? 4+ 1=4cos?(t) — 4sen’(t) + 1 = 4cos(2t) + 1
Asi se puede parametrizar la totalidad de la curva mediante una tinica funcién vectorial

f(t) = (2cos(t),2sen(t),4cos(2t) +1) 0<t <27

Continuidad de Funciones Vectoriales

Definicién 1. Sea fR — R" una funcion vectorial. Se dice que f es continua en ty si y solo si se cumple
que
lim f(t) = f(to)

t—to

Ejercicio: La funcién vectorial f(t) = (x1(t), z2(t), ..., x,(t)) es continua en ¢q si y solo si x1, xa, ..., T, son
continuas en tg.

Demostracion. Como f(t) es continua en ¢t = tg, tenemos que se cumple

lim f(t) = f(to)

t—to

Por otro lado se tiene que

lim f(t) = Um (z1(¢), 22(2), ..., 2n(t)) = (h’m xl(t),tli')ntlo xa(t), ...,tlirrtlo xn(t)>

t—to t—to t—to

y como f(tg) = (x1(to), z2(to), -.., Tn(to)) entonces

(lim xl(t)7tlir% xa(t), ...,tlintlo xn(t)> = (z1(to), z2(to), -y Tn(to))

t—to

tlg?o z1(t) = z1(to) tlg?o x2(t) = xa(to), ...,tlg?o xn(t) = zp(to)
. x1(t), x2(t), ...z, (t) son continuas en t = tg O
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Ejercicio.- Definir la funcién
Sint/; ~
fi) = — + cos(t)j
en t = 0 de manera que f(¢) sea continua en ¢t = 0.
Solucién: Tenemos que

lim = 1 Sinté_'_ tﬁ_c_i_ﬁ
tgr(l)—tg% t LTSty =rT

Por lo tanto si definimos f(0) = % 4 J, entonces

lim f(t) = f(to)

t—to

Curvas

Definicién 2. Una funcion vectorial f : I C R — R? continua en I = [a, b] se llama trayectoria 6 camino.
Definicién 3. A la imagen de una trayectoria se le llama curva.

Definicién 4. Si la funcidn continua f;y C R — R™ esta definida en el intervalo cerrado I = [a,]
diremos que el punto f(a) € R™ es el punto inicial del camino o trayectoria f, en tanto que f(b) € R™ es
el punto final de f.

Definicién 5. Una curva cerrada es una curva con la propiedad de que f(a) = f(b), esto es, el punto
terminal sobre la curva coincide con el punto inicial.

a(a)=a (b)

Definicién 6. Un arco simple o curva simple es una curva con la propiedad de que
f(t1) = f(t2) = t1 = ta, es decir la curva no se cruza a si misma.

o (b)

a(a)

Definicién 7. Una curva cerrada simple o una curva de Jordan es una curva cerrada con la propiedad
de que f(t1) = f(t2) = t1 = to

a(a)=o.(b)
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Ejercicio.-Demuestre que toda curva del tipo f(t) = (at + b, ct + d) donde a y ¢ son reales no nulos, es
simple

Demostracion. Para que f(t) sea una curva simple debe ocurrir que f(t1) = f(t2) = t1 = t3 Vi1,t2 € T
tenemos que f(t1) = (at1 + b,ct1 +d) y f(t2) = (ata, cta +d) ..

f(tl):f(tg):>(at1+b,ct1+d):(at2+b,ct2+d):>at1+b:at2+b Yy Ct1+d:Ct2+d:>t1:t2
por lo que f es simple O
Ejercicio.-Demuestre que la curva f(t) = (2 + 1,2 — 1) no es simple

Demostracion. Tenemos que f(1) = (12,12 —1) = (2,0) = ((-1)* + 1,(=1)2 = 1) = f(-1) pero 1 # —1
por lo que f no es simple O

Derivadas de Funciones Vectoriales

Generalizando un poco las ideas del calculo diferencial de funciones f : R — R a funciones f : R — R".
Recordemos que f : R — R es diferenciable en un punto ¢y si

. fto+h) — f(to)

h—0 h

existe y en tal caso lo denotamos f’(to)

Definicién 8. Sea f: I C R — R" una trayectoria definida en un intervalo abierto I € R y tg € I. Se
define la derivada de f en to, denotada por f'(ty) como

F(to) = lim f(to+h) — f(to)

h—0 h

cuando este limite existe

Teorema 1. Sea f: R — R™ una funcion vectorial, ty € R. f es diferenciable en el punto ty si y solo si
cada funcion componente x;(t) de f es diferenciable en el punto tg, en cuyo caso

f'(to) = (21(8), 25(1), ..., 27, (1))

Demostracion. (=)
Supongamos que f es diferenciable en ¢y. Entonces

lm f(to +h) — f(to)
h—0 h

existe

por otro lado

. flo+h)—f(to) . ((@1(to+h),x2(to + h), .., wn(to + 7)) — (z1(to), T2(t0), s T (t0)) | _
lim = lim =
h—0 h h—0 h

lfm Il(to + h) — Il(to) IEQ(tO + h) — Ig(to) In(to + h) - ZL'n(t()) _
h—0 h ’ h B h o
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(h,m .’El(to + h) — l’l(to)’ lfm (EQ(tO —+ h) — .’EQ(to) - lim l'n(to —+ h) — xn(to))
h—0 h h—0 h h—0 h

conforme h — 0 cada limite de las funciénes componentes existe .".

zi(to +h) — zi(to)

1i = 2'(t

D0 h zi(to)

‘. cada z; es diferenciable en tg

(<) Se pueden regresar en los pasos de la prueba anterior O

Definicién 9. La derivada f'(t) de una trayectoria f puede ser asociada a una matriz n X 1 la cual es
conocida como la matriz Jacobiana de f en el punto tg

Se denota
1 (to
z5(to)
Jf(to) =
l‘;l (to
Integrales de funciones vectoriales

Definicién 10. Si f = (f1,..., fn) es una funcion vectorial definida sobre [a,b], entonces
/ ;= (/ fire.. / fn>
La integral existe siempre que cada una de las integrales / fi coni=1,... ,n existe. En particular, si

f es continua sobre [a, b] entonces/ f(®)dt existe.
a

Teorema 2. Si f = (f1,..., fn) es continua sobre un intervalo I y ael entonces:

t
af 1
o =f(t) V tel

Demostracion. La prueba se obtiene por la aplicacién del primer teorema fundamental del cédlculo
a cada una de las funciones componentes

d tf t ¢
L ([ )

dt
d [* d [*
<dt /a flv ) % . fn
= (f1(t),- ., fu(t))
= f(t)
O
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Teorema 3. Si f = (f1,...,[n) tiene derivada continua sobre un intervalo I, entonces ¥ a,bel

b
/ (1) = £~ f(a)

Demostracion. . .
/ f/ :/ ( {7"') rlb)
e a/t t
= fleee, !
:(fl(b)_fl(a)7 ufn(b>_fn(a)>
= f(b) — f(a)
O
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