Funciones de R™ en R™ 1

Continuidad de Funciones de Varias Variables

Definicién 1. Sean f: Q CR"™ — R™ y zo € Q. Se dice que f es continua en xg si dado e > 0,36 >0
tal que || f(z) — f(zo)|| < € siempre que x € Q y 0 < ||z — zol| <&

Ejemplo Estudiar la continuidad de la funcién

foy < | @) # 00

tenemos que:

sin®(z —y) _ |lo—yl® _ |2 + |yl + 2J[ly|
[ +1yl - 2l +lyl ]+ [y

<|z[ + |yl

por lo que se deduce que  lim  f(z,y) =0 = f(0,0)
(z,)—(0,0)

Proposicién 1. Sea f: A CR™ — R™, y sea zog un punto de acumulacion de A
a) fes continuA en xg
b) ¥V {zk} C A tal que x — x0, se tiene que f(xx) — f(xo)

Demostracion. (a) = b)
Supongamos que f es continua en zy entonces dada € > 0 3 6 > 0 tal que

[z —zoll <0 = [[f(x) = fzo)ll <€

y sl xx — xo para d > 0 3 Ny € N tal que si k > Ny entonces ||z —xo|| < § por tanto || f(zr) — f(zo)|| < €
si k > Ny por lo tanto f(zr) — f(z0o)

(b) = a)

Supongamos que f no es continua en z(y entonces 3 ¢y > 0 tal que V 4 > 0

[l = ol <& pero |[f(x) = f(zo)| = €0

1 1
en particular para § = Z k=1,2,... podemos hallar z;, € A que cumplan ||z — x¢|| < 7 pero I f(xzx) —
f(z0)|| > €o por lo tanto se tiene una sucesién de puntos de A con z, — ¢ pero f(z}—f(To) v O
[e]

Definicién 2. Sea f: A CR" - R™, y g: B C R™ — RP dos funciones tales que f es continua en
a € Ay g es continua en f(a) = b € B. Definimos la composicion de g sequida de f como la funcion

gof:ACR" > RP dada por gof(x)=g(f(zx)) V z€A

Corolario 1. Sea f: ACR" - R™, yg: B CR"™ — R? dos funciones. Si f es continua ena € A y g
es continua en b = g(a) entonces g o f es continua en a.
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Funciones de R™ en R™ 2

Demostracion. Sea {x} una sucesién de puntos de A tales que x; — a por el resultado anterior f(zy) —
f(a).

ahora bien si g es continua en f(a) tenemos f(zr) — f(a) por lo tanto g(f(zx)) — ¢g(f(a)) por lo tanto
go f es continua en a O

Definicién 3. Se dice que un subconjunto V. C R™ es un entorno del punto x, si existe ¢ > 0 tal que
B(z,e) C V.

Definicién 4. Sean f: Q C R"™ = R™ y xg € Q. Se dice que [ es continua en xg cuando ¥ entorno V
de f(xo) existe un entorno U de zq tal que f(U) CV es decir para cualquier x € U se cunple f(x) € V

Definicién 5. Sea f: A CR" — R™ si C C R™ se define f~1(C) = {z € A|f(z) € C}.

Proposicién 2. Una funcién f : R® — R™ es continua < YV v abierto de R™ se tiene que f~1(v) es un
abierto de R™

Demostracion. (=)Sea v un abierto de R™ veamos f~!(v) es un abierto de R™. Sea T € f~!(v) entonces
f(T) € vy como v es abierto podemos hallar € > 0 tal que B(f(x),¢) C v.
Como f es continua en x podemos hallar § > 0 tal que f(B(z,d)) C B(f(x),¢€) esto implica que

B(xz,8) € f~(B(f(x),€)) € f~'(v)

.. cada punto x de f~1(v) es punto interior .. f~1(v) es abierto

(<) Sea x € R™. Veamos que f es continua en z. Dado € > 0 se tiene que v = B(f(x),€) es un abierto
lo que implica que f~1(v), es un abierto y por lo tanto existe un § > 0 tal que B(z,8) C f~(v) esto
implica que f(B(z,0)) C v esto es f(B(z,d)) C B(f(z),€) esto muestra que f es continua en x, y como x
es arbitrario en R™ entonces f es continua en R™ O

Teorema 1. Teorema de Conservacion de la adherencia_Sea (E,dg), (F,dr) dos espacios métricos
f:E — F es continua en E siy solo si¥VACE f(A) C f(A).

Demostracion. Probaremos que si f es continua en F y a € A entonces f(a) € f(A).
Sea Br (f(a),€) una bola. Por la continuidad en a 3 Bg(a,d), tal que, f(Bg(a,0)) C Br(f(a),¢€),
de donde, f(Bg(a,d) N A) C Br(f(a),¢), ademas, Bg(a,d) N A # () por ser a un punto adherente
de Aa lueg‘o, f(BE(av5) n A) 7é 0 y f(BE(av 5) n A) CME(aa(;)) n f(a) - BF(f(a)ve) n f(A)ﬂ por
lo tanto, Br(f(a),€) N f(a) # B, por lo tanto, f(a) € f(A).
Reciprocamente: Si en un punto a la funcién f no fuera continua 3 bola Br(f(a),€) tal que cualquiera que
fuera ¢ se tendria, f(Bg(a,0)) ¢ Br(f(a),€), pongamos A = {z € E | f(z) € Br(f(a),e€)}.
Es claro que a € A puesto que en toda bola Bg(a,d) existen puntos de A. Pero por otro lado
fa) & f(A) pues en la bola Br(f(a),€) no existen elementos de f(A).

En consecuencia f(A) ¢ f(A4) v O

Teorema 2. Sea f : Q C R" — R™ wuna funcidn continua. Si k C Q es compacto, entonces f(k) es
compacto.

Demostracion. Sea {y} una sucesién en f(k) tenemos que demostrar que {yi} tiene una subsucesién
convergente a un punto f(k). Sea yr = f(zx) con zx € k. Por la compacidad de k, existe una subsucesién
xr, — « € k. Entonces por la continuidad de f tenemos yi, = f(zx,) — f(x) € f(k). O
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Funciones de R™ en R™ 3

Corolario 2. Sea f:Q CR"™ — R™ una funcion continua y k C £ un compacto. Entonces f es acotada
en k ademas existen x1,xo € k tal que f(x1) =supf(k) y f(x2) =inff(k).

Demostracion. Por el resultado anterior f(k) es compacto y por tanto cerrado y acotado, por lo tanto f
es acotada en k.
Ademas al ser f(k) cerrado se tiene que inf f (k) € f(k) y supf(k) € f(k). Luego 3 x1, x5 € k tal que

f(z1) =supf(k) y ademas f(z2) =inff(k). O

Teorema 3. Conservacion de la conexion.
Si f es continua en X y X es un conjunto conezxo en (E,dg), entonces f(x) es tambien conexo.

Demostracion. Supongamos que f(x) no es conexo. Existiria entonces una particiéon f(z) = Y; UYa con

Y1 NYy = 0, Y1,Ys abiertos en f(x). Pero por ser f continua en X, las anti-imagenes X; = f~1(Y7),

Xy = f*I(Yg) son abiertos en X ademas X = X;UXs y X1NX5 =0, por lo tanto X seria conexo y7. [J
[e]
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