Funciones de R™ en R 1

Diferenciabilidad de Funciones de RZ — R

Definicién 1. Sea A C R?, un abierto, f : A — R y (z0,y0) € A. Se dice que f es diferenciable en
(x0,y0) si existen constantes Ay, As tal que

Jf((zo,y0) + (h1,h2)) = f(zo,y0) + Arh1 + Azho + r(hy, ho)
donde (e, o)
, r(h1, he
lim —== =
(h1,h2)—=(0,0) || (h1, ho)||

En la definicién anterior si se toma h = (hy,0) se tiene

JF((xzo,90) + (h1,0)) = f(xo,y0) + Arhy + A2(0) 4 7(h1,0)

donde
tim @0+ h1,90) = f(@o,90) A = lim r(h1,0)
h1—0 hy hi—0  hq
Ccomo h 0
ttm "0
hi—0  hp
se tiene
lim f(@o + 1, y0) — f(@o,50) A =0
h1—0 h1
en consecuencia
of lm f(zo + hi,90) — f(x0,y0) — A

Ox a h1—0 hl

En la definicién anterior si se toma h = (0, hy) se tiene

f((zo,90) + (0,h2)) = f(wo,y0) + A1(0) + Azha +7(0, ha)

donde L ok
lim f($07y0 + 2) - f(x07y0) _ A2 — lim 7"( ) 2)
ha—0 h2 ha—0 hQ
como o
ttm "0
ha—0 hQ
se tiene :
lim f(@o, 90 + h2) — f(2o,50) Ay =0
ho—0 ha
en consecuencia 5 h
O _ 1y L(@0 %0 +h2) = flzo.90) _ A,
ay ho—0 h2
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Funciones de R™ en R 2

Definicién 2. Sea A C R%, un abierto, f : A — R y (x9,y0) € A. Se dice que f es diferenciable en

(20,y0) si existen las derivadas parciales ——(xo,v0), ——(zo,yo) tal que

ox oy

f((zo,y0) + (h1,h2)) = f(x0,y0) + %(anQO)hl + %(%, Yo)ha +7(hi, ha)

donde
T‘(hl, hz) -0

lim =
(h1,h2)—(0,0) || (h1, ha) ||
Ejemplo Verificar la diferenciabilidad de f(z,y) = 2 + y? en el punto (o, yo) € R?

Solucion En este caso se tiene que

f((zo,90) + (h1,h2)) = (xo + h1)* + (yo + h2)?
f(x07y0) = I% + y(%
8L (w0, y0) ) h1 = 2zl

%ch(xo,yo) ha = 2yohs

Por lo tanto
(o +h1)? + (yo + ho)? = 22 + y2 + 2x0hy + 2yoho + 7(hy, ha)

simplificando se tiene

, hi, ha) , h? + h2 ,
Rh? =y hy) =  Lim whe) g Mtk o ST g
ihy = (ke he) (h1,h2)—(0,0) |(h1,h2)|| — (h1.ho)—>©0,0) [[(h1, ha)|| — (hisha)—(00) V1T 2

por lo tanto f es diferenciable en (zg,%0) € R?

Derivada Direccional en un punto

Definicién 3. Sea f: ACR” - R 29 € A. Sea u € R” con ||u|| =1 la derivada direcional de f en la

direccidn del vector u, en el punto xg denotada por ——(xq), se define por

ou

of o flxo + hu) — f(xo)
By (F0) =l h

Ejemplo Sea f(x,y) = 2%y y sea u = ( ) por lo tanto la derivada direccional en (xg,yo) es:

12
V5 V5

2
) f ((xo,yo)'*‘h(%,%)) — f(x0,%0) ) (960-5-%) (y0+\27hg) — x3yo
lim = lim =
h—0 h h—0 h
T 2
) (00 ) e g e
lim =0, 20
h—0 h \/5 \/g
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Funciones de R™ en R

Si la funcién es de 2 variables podemos representar el vector u como u = (cosf,sinf), 6 € (0,27)
pudiendo expresarse entonces

ﬁ(x ) = lim f(xo + hcosb,yo + hsinb) — f(xo,yo)

ou 0P = h
3 +y3

Ejemplo: La derivada direcional de f(x,y) = z2 + 92 (,y) # (0,0) en la direcciéon 6 = 7
0 (z,y) = (0,0)

en el origen es:
0+ hcos%,0+hsing —0

1
0 h
K h3 cos® I+ h3 sin® T _ I h3 [0083 T+ h? sin® %]
hli)% h? cos? Z+h?sin? & - hlil%) h2 [cos2 T 4h2 sin? %]
h h
3 3
h3 [cos® T 4 h3sin® T . 2 2 2

lim [ 4 4} :limcos3z+sinjz: £ + £ :£
h—0 h3(1) h—0 4 4 2 2 2

Nota: La derivada direccional indica la variacion d e la funcion en la direccion de w.

Ll?2y
Ejemplo Sea f(z,y) = ¢ =*+v* (z,y) # (0,0) y sea u = (a,b) € R? un vector unitario dado, tenemos
0 (z,9)=(0,0)
entonces que la derivada direccional en (0,0) es:

ha)?(hb
L f(hahb) — £0,0) s L B (@) @
h—0 h h—0 h h—0 h3(h2a* +0%2)  h—o0 (h2a*+b2) b

Por lo tanto esta funcién posee derivadas direccionales en todas direcciones. Sin embargo no es
continua en (0,0), pues tendria que ocurrir

lim z,y) = f(0,0) =0
(W)H(O)O)f( y) = £(0,0)

pero si nos acercamos al (0,0) por la trayectoria y = 22 se tiene

z? 1
1f )= lm ———=-#0
conSog /@@ = m =g 7
por lo tanto esta funcién no es continua en (0, 0)
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