Funciones de R™ en R 1

Teorema del Valor Medio de Funciones de R — R

Teorema 1. Suponga que f : [a,b] — R es derivable en (a,b) y continua en [a, b] entonces existe ¢ € (a,b)

tal que
b) —
o= 110
ot -t
b-a

£(a)

Ahora bien si ¢ € (a,b) entonces lo podemos escribir ¢ = a 4+ ¢(b —a) con ¢t € (0,1), si hacemos a = zy y
b = xg + h entonces nos quedaria

f(xo +h) = f(xo)
h

F(wo + th) = = f'(zo +th)h = f(xo + h) — f(w0)

Teorema del Valor Medio para Funciones de R” — R

El caso general seria

Teorema 2. Sea f: A CR"™ = R una funcion definida en el conjunto abierto A de R™. Si xg,yg € A se
pide que el conjunto A sea tal que [zo,y0] = {0 +t(yo — x0) | t € [0,1]} C A. Sea u un vector unitario
en la direccion del vector yo — xo. Si la funcion f es continua en los puntos del segmento [xo,yo] y tiene
derivadas direccionales en la direccion del vector u en los puntos del segmento (xg,yo), entonces existe 0

0 <0 <1 tal que f(xo + hu) — f(xg) = %(mo + 6hu)h donde h = |lyo — xo||.

Una consecuencia del teorema anterior es el teorema

Teorema 3. Sea f: A CR™ = R una funcion definida en el conjunto abierto A de R™. Si las derivadas

parciales Vi=1,..,n son continuas en xg € A entonces f es diferenciable en o € A

Lg

Vamos a dar una idea de la demostracion para el caso n=2
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Funciones de R™ en R 2

Teorema del Valor Medio para Funciones de R? — R

Teorema 4. Sea f: A C R? — R una funcion definida en el conjunto abierto A de R?. Si zg,y0 € A se
pide que el conjunto A sea tal que [zo,y0] = {0 +t(yo — x0) | t € [0,1]} C A. Sea u un vector unitario
en la direccion del vector yo — xo. Si la funcion [ es continua en los puntos del segmento [xo,yo] y tiene
derivadas direccionales en la direccion del vector u en los puntos del segmento (xg,yo), entonces existe 0

0 <6< 1 tal que f(zo + hu) — f(xo) = %(mo + 0hu)h donde h = |lyo — xo]|.

of
af(xo + 0hu)h

A .%/

f(xg + hu)

- C=xo + 6hu, h=|ly, — xoll

Demostracion. Considere la funcién ¢ : [0,h] — R dada por ¢(t) = f(x¢ + tu) ciertamente la funcién ¢
es continua en [0, h] pues f lo es en [z, yo]. Ademas

¢t +h) — (1)

o0 =i A
— lim fzo + (t+ h)u) — fxo + tu)
h—0 h
— lim flzo + tu + hu) — f(zg + tu)
h—0 h
= %(mo + tu)

de modo que para t € (0,h) ¢'(t) existe y es la derivada direccional de f en zg + tu € (xg,y0) en la
direccién del vector u. Aplicando entonces el teorema del valor medio a la funcién ¢, concluimos que
existe un mumero 0 € (0,1) que da ¢(h) — ¢(0) = ¢'(0h)h

es decir de modo que

(e + ) — fa0) = 2 (w+ onuyh
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Funciones de R™ en R 3

Ahora para la versién del teorema 3

Teorema 5. Sea f : A C R? = R una funcién definida en el conjunto abierto A de R™. Si las derivadas

0
parciales ——, o1 son continuas en (xg,yo) € A entonces f es diferenciable en (xg,yo € A

dxr’ Oy

Demostracion. Vamos a probar que

f((zo,v0) + (h1, h2)) = f(zo,y0) + %(%J}o)fh + %(woa Yo)ha +1(h1, ha)

donde
T‘(hl,hQ) -0

lim 2
(h1,h2)—(0,0) [[(h1, h2)||

para ello tenemos que

r(h1, h2) = f((z0,y0) + (h1, h2)) — f(0,90) — %(%,yo)fn - é;%;(56072/0)%

sumando un cero adecuado

r(hi, h2) = f((zo,y0)+(h1, ha)) = f (20, yo + h2)+f (20, Yo + hfz)—f($o7yo)—%(zo’yo)M—%(mo,yo)hz

trabajaremos

Jf((zo,y0) + (h1,ha)) — f(zo,y0 + h2)

Considerando la funcién ¢(x) = f(z,yo + ha) por lo tanto tenemos que

f@+hi,yo+ he) — f(z,y0 + h2)
m
h1—0 hl h1—0 hl

este limite existe y nos dice que ¢ es es continua en este caso en el intervalo [zg, z¢ + h1]. Por lo tanto
aplicando el TVM en dicho intervalo se obtiene

QO(IL'O + hl) — QD(LTJ()) = QDI(IL’O + 91h1)h1 p.a. 0, € (0, 1)
es decir

0
J((zo + h1,y0 + h2) — (w0, 50 + ha) = Fi(ﬂﬁo +01h1,y0 + ha)ha

Analogamente

J(wo,y0 + ha) — f(o,y0)

Considerando la funcién ¢(y) = f(zo,y) por lo tanto tenemos que

ha) — h ho) — h
Sy) = lim (20,90 +ho) —p(yo +ha) _ . fl@o, 0+ ha) = f(yo + ha)
ha—0 h2 ha—0 h2
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Funciones de R™ en R 4

este limite existe y nos dice que ¢ es es continua en este caso en el intervalo [yo, yo + ha]. Por lo tanto
aplicando el TVM en dicho intervalo se obtiene

©(yo + h2) — ¢(yo) = ¢’ (yo + O2h2)he  p.a. 03 € (0,1)

es decir
f((@o,y0 + ha) — f(xo,y0) = By (w0, yo + O2h2)hy
Sustituimos en
of of
r(hi,h2) = f((z0,y0)+ (b1, ha)) = f (0, yo + ha)+ f (20, yo + 712)—f(3307yo)—a*x(xo,yo)M—afy(xo,yo)M
y obtenemos
0 0 0 0
r(hi, he) = 87;:0(300 +01hi,y0 + ha)hy — £($07y0)h1 + a*]yc(ilfo, Yo + O2h)ho — afz(xo,yo)hz

es decir

5] 0 0 0
r(hi, he) = <8£(x0 +01hi,y0 + ha) — 8£(~T0,yo)) hi+ (85(%’% + 02h9) — 8;(550,1/0)) ha

por lo tanto

r(h1, ho) <3f of ) hy (3f of ) ho
— 2 — | —(zg + O1h1,y0 + he) — = (x0, ——— | == (20,y0 + O2hs) — = (=0, UL —
[0, h)]| — N (70 Orhmwo i) = 5 orw0) ) g sy Gy (oo Baha) = 5 (mow0) )y Ty
ahora bien si ||(h1, ha)|| — (0,0) se tiene
0 0
(63;(900 +01h1,y0 + ha) — &J; ($07y0)> —0
Y h
1
— <1
[(h1, o)
Analogamente
0 0
(ajyc(l“o,yo + O2h3) — 85(%’%)) —0
Y h
2
—— <1
[(ha, ha)l
en consecuencia (b hy)
; r\ni, N2
lim —= =
(h1,h2)—(0,0) H(hlahQ)”
por lo tanto f es diferenciable en (z, yo) O
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