Funciones de R™ en R 1

Aplicacion del Teorema del Valor Medio de Funciones de RZ — R

Teorema 1. Suponga que f: A C R?> = R es tal que
of
‘&E(l’o,yo)

<M

<M y ‘gi(wo,yo)

donde M no depende de xz,y entonces f es continua en A.
Demostracion. Sean (xo,Y0), (o~ h1,y0+ ha) € A tenemos entonces que
f(zo+ hi,y0 + h2) — f(z0,%0) = f(zo + h1,yo + ha)—f(zo + hi,yo) + f(xo + h1,90) — f(x0, Yo)

Aplicando teorema del valor medio se tiene que existen 61, 65 € (0,1) tal que

. 0
f(wo + hi,y0 + ha)—f(xo + hi,90) = 87;];(% + hi,y0 + O2h2)hs

0
f(zo+hi,v0) = f(zo,90) = 87{(130 + 01h1,yo + ha)hy

por lo tanto

0 0
| f(xo + h1,y0 + h2) — f(xo0,90)| = ‘ (a;(fﬂo + hi,yo + 92h2)h2) + (aic(l'o +01h1,y0 + hz)h1> <

0
|ha| + '(f(ﬂﬁo +01hy,y0 + h2) ‘)|h1| < M(|h2| + [ha])

0
‘<£($0+h1,yo+92h2)> o

si tenemos que ||(h1, he)|| < § entonces

M(lhg| + |ha]) < 2M5 . e=2M§=6=——

2M
El Gradiente

Definicién 1. Sea f : A C R™ — R una funcion diferenciable en xo € A. Entonces el vector cuyas
componentes son las derivadas parciales de f en xg se le denomina Vector Gradiente

(8f o). 2L (. . W(wo%)

Az, dxg " Oy,
y se le denota por Vf.

En el caso particular n = 2 se tiene

Vf(.’bo) = (gi(mO)v g‘?];(xO))

En el caso particular n = 3 se tiene

v 1te0) = (L0 S ), H )
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Funciones de R™ en R 2

Ejemplo Calcular Vf para f(z,y) = 2%y + >

Solucion En este caso
Vi(z,y) = (2zy,2* + 3y*)

Teorema 2. Si f : R? — R es una funcion diferenciable en (xq,y0) en la direccion del vector
unitario u entonces

of
'l v/ . 0) -
ou (20, Y0) f(@o,y0) - u
Demostracion. Sea u € R™ tal que u # 0y ||u|| =1 como f es diferenciable en (zg, yo), se tiene que

0 0
(a0, 90) + (s ) = f o, o) + (o o)l + 5 o, oo+ (0 o)

satisface
’I"(hl7 hz) -0

lim Sl E Rt VAR
(h1,h2)—(0,0) [[(h1, h2)||

tomando h = tu se tiene ||h|| = ||(h1, h2)|| = [|tu]| = |¢|||u] = |¢]
se tiene entonces

(Gt ) + ) = o, 90) + 5 (oo gt + G o, )tus + it )

y también
r(h1, he) r(tuy, rus)  r(tur,rug)  r(tug, rug)

Ihas k) Newll el

tenemos entonces

0
r(tus,rus) o f((zo,y0) +Hw) — f(zo,y0) 5L (wo,yo)tua Ti(xo’yo)tw
———= = lim

t=0 1 t—0 |t] |t] |t]

es decir of of o
0= %(95073/0) - %(Iovyo)ul - a*y(l’o,yo)%
y en consecuencia

g%(zo,yo) = %(Imyo)ul + %(xovyo)uz = (gi(%o,yov gjyc(xo#/o) (u1,u2) = Vf(xo,y0) - u

O

Ejemplo Halle la derivada direccional de f(x,y) = In(2? + y3) en el punto (1, —3) en la direccién
(25 _3)

Solucién En este caso

of 2z -2
L 1,-8) = =" |1y = —
0:1:( »—3) z? +y3 la.-s) 26
af 342 _o7
gy =—24 | L =_=L
oy = e o = 55
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Funciones de R™ en R 3

por lo tanto

-2 —97 2 -3 77 77v/13

Caso particular de la regla de la cadena

Supongamos que C : R — R? es una trayectoria diferenciable y f : R® — R. Sea h(t)=f(z(t),y(t), z(t))
donde c(t)=(x(t),y(t), z(t)). Entonces

oh_of ox Of oy Of 0z

ot or ot oy ot 0. o

Esto es: %:Vf(c(t)) - (t), donde ¢ (t)=((z'(t),y'(t),2'(t))
Dem: Por definicién %(to):h'm hit) = hito) Sumando y restando tenemos que
ot t—0 t—to

h(t) = h(to) _ f(e(t)) = f(e(to)) _ f(2(t), y(t), 2(1) — f((to), y(to), 2(t0))

t—to t—to t_tO

_f=®)y®),2@) = f(=(te),y(®),2(1) + f(z(to)y(t),z(t)) = ft(w(to)’y(to),Z(t)) + fe(to)y(to),2(1)) — fa(to)y(to).2(t0))

—to

Aplicando el Teorema del valor medio (T.V.M.)

fCa(t), y(8), 2(t)) = f(x(to), y(t), 2(t)= %( ¢ y(t), 2(t) (x(t) — z(to))
fQa(to), y(t), 2(t) — f(x(to), y(to), 2(t))= %ch (x(), d, 2(t)) (y(t) = y(to))
of

Fla(to), ylto), 2(t)) = f(x(to), y(to), =(to))= 5-((t), y(t), €) (2(t) — z(to))

o= O (e gy, 2y T =200 L OF iy g oy Y 8l0) | OF iy ) L= 20

% t—to ay “ t—to 0z

Tomando th’r? y por la continuidad de las parciales
—to

Of _0f 0w 0f 0y  Of 0=
ot  Ox Ot 09y ot 0z Ot

Teorema 3. FEl gradiente es normal a las superficies de nivel. Sea f : R® — R una aplicacién C* y
sea (xo, Yo, 20) un punto sobre la superficie de nivel S definida por f(x,y,z) =k, k = cte. Entonces
Vf(xo, Yo, 20) es normal a la superficie de nivel en el siguiente sentido: si v es el vector tangente en
t=ty de una trayectoria c(t) con c(to) = (xo, Yo, 20) Entonces Vf-v =0

¥ Tacultad de Ciencias UNAM Prof. Esteban Rubén Hurtado Cruz
Calculo Diferencial e Integral ITI



Funciones de R™ en R 4

Demostracion. Sea c(t) = (z(t),y(t), 2(t)) una curva contenida en la superficie que pase por (zo, Yo, 20),
con c(tg) = (xo0,Y0,20) al estar en la superficie se debe cumplir f(c(t)) = k = f(zt,y(t),2(t)) =k 'y
aplicando la regla de la cadena se tiene

A (a0, v10)2(0) = 0

es decir
L (o) 05000 G + S 0,000 2 + S0, y(02(0) =0

que se puede escribir como

af af af dv dy dz)
(5 0020 Z 0112000, S w0000 ) - (5 5 5 ) =
ent =ty
V f(2(0),9(0),2(0)) - ¢(to) = 0
O
Superficie
Conjunto de nivel
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