Funciones de R™ en R 1

Ejemplos: Caso particular de la regla de la cadena

Supongamos que C : R — R? es una trayectoria diferenciable y f : R® — R. Sea h(t)=f(z(t),y(t), z(t))
donde c(t)=(x(t),y(t), z(t)). Entonces

() = 5 = et 5 S ean A0 on P = (G et g, Fewn)- (G L 0

Esto es: %:v Fle(®) - (1), donde ¢()=((z'(t), ¥ (), #'(t))

Ejemplo Verificar la regla de la cadena para f : R> — R dada por f(z,y) = 22 +3y* y ¢ : R — R? dada
por c(t) = (et, cos(t))

oh
Solucién En este caso h(t) = foc(t) = h'(t) = — y aplicando la regla de la cadena se tiene

ot
of dz(t)  O(x? + 3y?) d(e)
%(C(t)) : dt = Oz |(e‘,cos(t)) : W =2z |(et,cos(t)) et =2e¢" et =2
0 dy(t)  9(z* + 3y? d(cos(t
L e = ANt BB 6t o (= sen(t)) = 6cos(t)-(—sen(t)

por lo tanto
' (t) = 2e*" — 6cos(t) - (sen(t))

Ejemplo Verificar la regla de la cadena para f : R?> — R dada por f(z,y) = 2y y ¢ : R — R? dada por
c(t) = (e, cos(t))

oh
Solucién En este caso h(t) = foc(t) = W (t) = y aplicando la regla de la cadena se tiene

ot
of dr(t)  O(zy) d(et)
%(C( )) . dt = W |(ef,cos(t)) . dt =Y ‘(et,cos(t)) . et = COS(t) ! et
of dy(t) _ O(xy) d(cos(t))
3, W)= =5, (et contt)) = =g = (et conty) + (= sen(t)) = e - (= sen(?))

por lo tanto
R'(t) = cos(t)e’ — e’ - sen(t)

Ejemplo Verificar la regla de la cadena para f : R> — R dada por f(z,y) = e*¥ y ¢ : R — R? dada por
c(t) = (3t2,13)

oh
Solucién En este caso h(t) = foc(t) = h'(t) = — y aplicando la regla de la cadena se tiene

ot
of dz(t) 9(e*™) d(3t?) - 5 5
%(C(t)) : dt = T or |(3t2,t3) : a = ye™V |(3t2,t3) -6t = 33 6t = 6tte3t
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Funciones de R™ en R 2

o) d(t3
?f(c(t)) T = B |(3t2,t3) . (dit) = ze™ (362,43) * 32 = 3t2€3t53t2 = 91f4€3t5
€z Y

por lo tanto

B () = 6123 + 9tte3” = 1543

Aplicacion: Caso particular de la regla de la cadena

Teorema 1. Sea f: ACR? - Ry F:R — R dada por F(t) = f(zo+hit,yo+hat) con (h1, hs) € Domy.
Demuestre que existe 8 € (0,1) tal que

J(xo + h1,y0 + h2) — f(xo,%0) = gf

0
71:(170 + h10, Yo + h20)h1 + 675(1'0 + h10, Yo + hge)hg

Demostracién. Vamos a definir una funcién ¢ : R — R? como c(t) = (z(t),y(t)) y f : R? — R, ahora
tomamos F'(t) = f(xzo + hit,yo + hat) de esta manra F': R — R aplicando la regla de la cadena se tiene

F’ _ 2L Y L Y e
(t) O (o + hat,yo + hat) 7 + oy (o + hat,yo + hat) gt
of of
= = hit hat)h —- hit hat)h
ax($o+ 1t, Yo + hat) 1+ay($o+ 1t,yo + hat)ho
Aplicando ahora el TVM a F en un intervalo [0, ¢] se tiene que existe 6 € (0,1) tal que
F(t) — F(0) /
— = (6t
- (0t)
es decir
+ hit,yo + hot) — , 0 0
f(@o + hat,yo + hat) = F(wo, o) _ OF (2o + habt, yo + ho0t)hn + 2L (o + a6t yo + hat)0hs
t Ox Jy
tomando ¢ = 1 se obtiene el resultado buscado O

Ejemplo Hallar un valor 6 para el cual

0 0
f(xo + hi,y0 + ha) — f(zo,y0) = 872(370 + 0hy,yo + Oha)hy + 675(% + 60h1,yo + Oha)he

Si f(z,y)=ay+y> 2o=yo=0 h = %, ho = %. Tenemos que

11 1\ /1 N2 1 1 3
f(330+h1,yo+h2)—f<2,4)— 2) (4)+<4> =37 16" 16

f(0,0)=0
af of 0
o Y T Or|w., 1
24
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Funciones de R™ en R 3

of of o 0
242 2 =2 4+2=9
oy~ T gy (4.9) 2 "2
af af 1/6 1 30
9l Bl 2<4>+4() 8
30 3 1
s 16 973

Direcciéon de Mayor Crecimiento de una Funcién

Teorema 2. Supongamos que V(f(x)) # (0,0,0). Entonces V(f(x)) apunta en la direccién a lo largo de
la cual f crece mds rdpido.

Demostracion. Siv es un vector unitario, la razén de cambio de f en la direccién v estd dada por V(f(x))-v
y V(f(z))-v=|Vf@)] ||v]|cos® = ||V f(x)| cos O, donde O es el dngulo entre Vf, v. Este es méximo
cuando ® = 0 y esto ocurre cuando v, V[ son paralelos. En otras palabras, si queremos movernos
en una direccién en la cual f va a crecer mds rédpidamente, debemos proceder en la direccién V f(z).
En forma andloga, si queremos movernos en la direccién en la cual f decrece més rédpido, habremos de
proceder en la direccién —V f. O

1

Va2 +y? 4 22

Ejemplo Encontrar la direccién de rapido crecimiento en (1,1,1) para f(z,y,2) =

Solucién En este caso

o 1 b 1 o 1
\/m \/w2+y2+22 \/$2+y2+z2
VI(L,1,1) = R L |

(1,1,1) =

(1,1,1)

_ o _ Y B 2 1
( \/3;‘2+y2_|_z2’ \/w2+y2—|—z2) \/3?2+y2+z2> |(1,1,1) 3\/3

Puntos Estacionarios

Definicién. Sea f : Q2 C R™ — R diferenciable, a los puntos z € Q tales que V f(z) = 0 se les llama
puntos criticos (o punto estacionario) de la funcién.

Ejemplo. Sea f : R? — R dada por f(z,y) = 22 — y? hallar los puntos criticos de f

Se tiene que Vf(x) = (2z,2y) Vf(z)=0% (22,2y) =(0,0) 2 =0y2y=02=0yy=0
.. (0,0) es el tinico punto critico de f

Ejemplo. Que condicién se debe satisfacer para que la funcién f : R?> — R dada por f(z,y) =
az? + 2bxy + cy® + dx — ey + f tenga un punto critico
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Funciones de R™ en R 4

Vf = (2ax +2by +d,2bx +2cy —e)  entonces

Vf=0<2ax+2by+d=0y 2bx +2cy —e =0

= 2ax+2by=—d 'y 2bx+2cy=-e senecesita que ;Z ;2 #0
= 2a(2c) — (2b)2#0  ac—b2#0
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