Funciones de R™ en R

Derivadas Parciales de Orden Superior

of
Si f es una funcién de doas variables x,y = 32’ son funciones de las mismas variables, cuando deriva-
T oy

mos g y ? obtenemos las derivadas parciales de segundo orden, las derivadas de g estan definidas por:
T Y x
0 0
9.9 (xa y) = lim L L
Ox? h—0 h
of af
o2 f 5 (&Y k) = 5 (2,7)
(x,y) = lim 9L L
oyor k—0 k

Si f es una funcién de dos variables entonces hay cuatro derivadas parciales de segundo orden.

Consideremos las diferentes notaciones para las derivadas parciales:

ha-PI s,

frz 88;5;; - aay(gi) = Jou
f2a = aajgy - aax(gy> =i
B2 ()

2 2 2 2
Ejemplo. z = 2% + 322y — 22%y% — y* + 32y hallar 0: 0z 07z 07z 07z Oz

Oz’ Oy’ 0x2’ Oxdy’ Oydz’ Oy?

g; = 322 + 6zy — 4oy’ + 3y
g; =32% — 42’y — 4y + 3z
% = 62 + 6y — 4y”
gzz = —4a? — 12¢?
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0%z

=6x —8 3
Dy €T Ty +
0%z
9xdy 6x — 8xy + 3

Teorema 1. (Teorema de schwarz) Sea f: A CR? — R una funcién definida en el abierto A de R?. Si
las derivadas parciales

0% f 0% f
Oyox 4 Oxdy
existen y son continuas en A, entonces
0% f _ o*f
dydx  Oxdy

Demostracion. Sea M = f(x + h1,y + ha) — f(x + h1,y) — f(x,y + ha) + f(x,y) y definimos

Sﬁ(x) = f(ﬂ?,y-f‘hg) - f(may)

de manera que

o(x+h1) —p(x) = f(x+ hi,y+ ho) = f(x+ h1,y) = (f(z,y + he) — f(z,y) =M

Aplicando el TVM a ¢ en el intervalo [z, z + hi] se tiene que existe § € (z,x + hy) tal que

oz +hi) —p(x) = ¢ (0)

por otro lado

0 0
#@) = Loyt m) - Ly

por lo tanto

o) = 9F _of
tenemos entonces que
, 0 0
M = (o ) = ola) = O = (5 0.5+ 1) = T 0.0) )

—f(a:, y). Aplicando el TVM a 9 en el intervalo [y, y + ho] se tiene que existe

Consideremos ahora ) (y) = o

n € (y,y+ ho) tal que
V(Y + ha) — P(y) =¥ (n)h

por otro lado

i O (Of _O*f
V'(y) = 3y (650) (z,y) = 9507 (z,y)
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por lo tanto
_ o/ (@,m)
= oyoz

Y’ (n)

de esta manera 52
Bl 1) = 0(5) = e = () )

y si 0 € (z,z + hy) tenemos entonces que

of of i

L ow+n- Lo~ (2Lom)r
en consecuencia

of of o f

M= (G- 5L, ) 1o = (50 ) et

Consideremos ahora
P(y) = flz+h,y) — fz,y)
de manera que
Py +he) =2(y) = fw+hy,y+he) = f(@+hi,y) = (f(2,y + he) = f,9)) = M
Aplicando el TVM a @ en el intervalo [y, y + hs| se tiene que existe 7 € (y,y + ha) tal que
Py +h2) = Bly) =@ (Mh2

por otro lado
por lo tanto

tenemos entonces que
0 0
M =50+ ha) = 500) =7 e = (Gto+ b - L (@m))

Consideremos ahora () = g—f(:c, y). Aplicando el TVM a 1 en el intervalo [z, x 4 h1] se tiene que existe
Y
0 € (x,2+ hy) tal que
Y+ h) — (@) =9 (0)h

por otro lado

— 9 (Of _0f
1#(5”)833(8?}) (l’ay)*m(%y)

por lo tanto
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de esta manera

0x0dy
es decir of of 82f
a—y(m + hi,y) — Fy(fmy) = (axay(ﬁayo hy

en consecuencia

2
M = (gZ(mhl,n) - gz(x,n)) hihy = ( 77 (9,77)) hah

igualando ambas expresiones de M se tiene
0% f 0?f —
0 hohy = | =——(0,7) | hah
<8y8x( ,77)) 2ha <8x6y( Jl)) 2h

(2Low) - (si-0m)

Tomando limite cuando hy, he — 0y usando la continuidad asumida de las parciales mixtas se tiene que
0,0 — x y n,m — y se concluye

donde

OF (o) = 2L (0)
Oydx = Oxdy e
O
Ejemplo Sea f:R? — R dada por f(z,y) = 2° + 322y — 222y? — y* + 32y
En este caso 9
—f = 322 4 62y — 4oy + 3y
or
0
—f = 32% — 42’y — 4y + 3z
dy
o f 2
0% f
— = —4a? —12y°
Oy?
0% f
=6z —8 3
0xdy T STyt
0% f
=6z —8 3
Dy T xy +
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Ejemplo Dada la funcién

tenemos que para (z,y) # (0,0)
af - .774 +4x2y2 _y4
or T @)
of b — da?y? — oyt
T @R
para el primer caso hacemos x = 0 y tenemos

af .’,134 + 4x2y2 _ y4

o VT
xr=

-y

para el segundo caso hacemos y = 0 y tenemos

of 2t — da?y? —

_— = _—— = 1
oy T B
y=0
Calculamos ahora
*f _ (=) _
oydx  Oydx
f M)
0xdy  0xdy

por lo tanto
*f 141- 0% f
oyoxr ~ 0z0y

En este caso las parciales segundas no son contiuas en (0,0)

Teorema 2. (Caso General) Sea f: A CR™ — R definida en el abierto A de R™ tal que

82 f
axiaxj

sean continuas en A, entonces
o*f 0f
8231‘612]' a (927]8331
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